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PREFAZIONE

Ho chiuso quest’ anno il Corso di Meccanica Razionale al R.
Politecnico milanese con alcune lezioni di Calcolo Tensoriale appli-
cato alla Meccanica che, per il loro carattere elementare, mi sem-
brano la piu adatta iniziazione a studi di questo genere.

Ho reputato utile raccoglierne il contenuto in queste pagine
(Cap. I-IV) ed aggiungervi una piccola parte (Cap. V-VI) di con-
cetti, svolti nel Corso di Meccanica Superiore alla R. Universita,
che venivano naturalmente a connettersi coll’argomento. Il contenuto
di questi due ultimi capitoli pud, per la massima parte, estendersi
anche a varietd non euclidee a multidimensioni; ho perd preferito
non fare alcun cenno di cid per conservare il carattere elementare
intuitivo che mi sono imposto. Coloro che intendessero approfondire
questo ordine di studi possono rivolgersi ulteriormente alle seguen;:i

opere :

LeVI-CIVITA : Lezioni di Calcolo Differenziale Assoluto - Stock,
Roma, 1925 (trad. inglese: Blackie e Son, Glasgow, 1927;
trad. tedesca: Springer, Berlin, 1g28).

LEVI-CIVITA : Fondamenti di Meccanica Relativistica - Zanichelli,
Bologna, 1928. ’

MARCOLONGO : Relativita (seconda ediz.) Principato, Messina, 1923.



v

BIRKHOFF : Relativity and Modern Physics - Harvard University
Press, Cambridge, 1927.

EDDINGTON : ZThe Mathematical Theory of Relativity (seconda ediz.)
University Press, Cambridge, 1924.

GALBRUN : [ntroduction & la théorie de la relativité - Gauthier—
Villars, Paris, 1923.

JUVET: Introduction au Calcul Tensoriel et au Calcul Différentiel
Absolu ~ Blanchard, Paris, 1922.

MARAIS : Introduction ge’ometrz'gvue a U étude de la relativite -
Gauthier-Villars, Paris, 1923.

SCHOUTEN : Der Ricci- Kalkiil - Springer, Ber]m, 1924.

WEYL : Raum-Zeit- Malterie (quinta ediz.) Springer, Berlin, 1923.

WEYL: Mathematische Analyse des Raumproblems - Springer,
Berlin, 1923.

Ho posto in Appendice un’esposizione fatta ad un’adunanza del
Sindacato Provinciale Fascista Ingegneri di Milano; essa ha carattere
divulgativo e potrebbe figurare come prefazione a queste pagine.

Alcuni richiami del testo si riferiscono alle mie Lezioni di Ana-
lisi Matematica e di Meccanica Razionale.

Vipiteno, Settembre 1928.
: UmMBERTO CISOTTI
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CAPITOLO I

Tensori

1. - Coordinate di un punte. — Sia O, y,, y,, y; un sistema di
riferimento cartesiano ortogonale e corrispondentemente sieno y,,
Y2, Y3 le coordinate di un punto dello spazio, comunque prescelto.

Sia 0, y,, ¥, Y; un altro sistema di riferimento, scelto ad arbitrio;
dette a,, g, g le coordinate di O rispetto alla terna di riferimento

primitiva e indicando con ay il coseno dell’ angolo di y; con y,,,
cioé ponendo

aix = €08 (%: ),

le coordinate y,, y,, y, del punto prescelto, rispetto alla seconda
terna di riferimento, sono legate a ¥,, y,, ¥, nel seguente modo,
come insegna la geometria analitica :

Yy = oy + “’11.7/_1 =+ “12?72 -+ a13g3 )
Yo = 0 + oy 51 =+ a22?72 + “2353 s .

Y = o3 + 6319y + ageYs + g3 Ys -

Sara molto utile ora e nel seguito di sintetizzarve le precedenti
formule di trasformazione, scrivendo una sola relazione in questo
modo : . '

, -
1) Yi= i + Ixyrdtin (¢=1,23).
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I nove coseni i, che caratterizzano 1’ orientamento reciproco
delle due terne di riferimento sono, come & noto, legati tra di loro
dalle sei relazioni di ortogonalitd che si possono esprimere nel se-
guente modo:

3 - §0 per £k,
2 % O g == CO8 (YrYr) = Oup =

(1 per h=Fk;

oppure anche nel seguente :
3
) ?i Upi Ui == €08 (Y Yx) = Onr -

Le formule (1) definiscono esplicitamente le y; in funzione delle
Y, Vviceversa si ottengono quest’ultime in funzione delle prime nel
seguente modo :

(1) v Y= %5 (s — ) -

E facile di ricavare le (1') dalle (1) seguendo questo pr‘ocediménto, che &
di uso frequente nel calcolo tensoriale: trasportato a, nel primo membro, si
moltiplichino i due membri della relazione risultante per «;, indi si sommi
rigpetto a ¢. Si ottiene successivamente, tenendo conto di (2):
— 3 3 — —
x Yn i Oin Cin = Zn Yn Sur = Yna

- Moo

3 3 —
?t ¥ — ;) 0y, = ?uz Yr Oqp O =

che sono appunto le (1').

2. - Componenti di un vettore. — Sia P un vettore, designino V;
le componunti del vettore rispetto alla prima terna e Vj le compo-
nenti rispetto alla seconda terna; tra queste componenti hanno luogo
le seguenti relazioni':

® Vi— 3 Vion
e le equivalenti:
Y V=~ %z’ Vi .

Facilmente 8i passa dalle une alle altre seguendo il procedimento sopra
indicato [N. 1] per le coordinate di un punto. Per esempio, per ricavare le (1')
dalle (1) basta moltiplicare i due membri di (1) per a;, indi sommare rispetto
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" all’indice ¢, tenendo presenti le. (2) del numero precedente, gi ottiene successi-
vamente:

zt Vi, = zih Vn Qip, Qi = Zk Vk Ei Cip Qi = Ek Vk =V,

e quindi le (1°).
E interessante di rilevare che dalle formule precedenti si de-
duce la seguente relazione:

la quale dice che la somma dei quadrati delle componenti carlesiane
di un veitore é un invarianle, cioé é indipendente dal sistema di ri-
ferimento.

Questa proprietd & ben manifesta se si pensa al significato di
somma dei quadrati delle componenti cartesiane di un vettore, ciod
il quadrato del suo modulo. Tuttavia & istruttivo farne la constata-
zione formale.

Basta a tal uopo osservare che si pud scrivere :
. F J— )  J— 3 —
V= (%k \ th) (?n Va aih) == ?hk Vi Vi G, g s

sommando rispetto a ¢ e scomponendo le sommatorie. dél.secondo membro nel
modo sotto indicato e, tenendo infine presenti le (2) del numero precedente, si
ottiene : . :

3 -3 P 3 — e 3 -3 —_ = 3 -
'fi Vi= ?ink Vi Vi Q4p O = %hk Vi Va %i Qi Qi == ?hk Vi Vi O = ?h V3,
che é appunto la formula che esprime la invarianza in discorso:

3. - Prodotto tensoriale di due vettori. — Sieno ¥V o W due vet-
tori; V; e W, le corrispondenti componenti cartésiane, rispetto al

primo sistema (g) e V; e W le componenti rispetto al secondo si-
stema di riferimento ‘().
Si hanno, oltre le (1) e (1) del numero precedente, ancora le
seguenti relazioni : ‘
3 — . 3
W; = %k Wy iz Wh=?u' Wi o
Si considerino i prodotti:

(1) th had Vh Wk (h, k, === 1, 2, 3)'
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Di fronte al passaggio dal primo sistema di riferimento (y;) al se-
condo (yx), ponendo :

@ - _ Zij =T ﬁ’},
si oftiene:
' 3 —
3) Zny = E‘ij Zij op; oy
e le equivalenti:

. ’ 3
3) Zy; = ?hk Znk Oni O -
Infatti, avendosi per le (1) del N. 2,

3 —= 3
V= ?t Viop;, W, = ?

moltiplicando membro a membro, si ottiene:

b S —
Ve Wy = %11 Vi Wion, Orj

e, per la (1) e la (2), si ha la (3). In modo analogo si dimostra la (3.

Le nove quantita Z;y, definite mediante le relazioni (1), si diranno
le componenti cartesiane del tensore doppio Z, rispetto. alla prima
terna (y,); Z si chiama il prodotto tensoriale dei due vettori ¥V e W.

Le formule (3) e (3') esprimono le relazioni che legano tra di
loro le componenti ocartesiane dello stesso tensore Z riferito alle due
differenti terne di riferimento.

In generale le nove componenti del tensore Z sono distinte, vi
& perd un caso particolare notevole, che ora esamineremo, in cui
si riducono a sole sei distinte.

4. - Quadrato tensoriale di un vettore. — Si tratta del caso in
cai W == V¥; allora Ia (1) del numero precedente diviene:

th — Vh Vk .
Si ha dunque Z;; = Zj, e il tensore Z ha solamente sei com-

ponenti distinte: il tensore dicesi allora simmelrico e rappresenta il
quadrato tensoriale del vettore ¥,
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Si rilevi che se si considera il determinante
Zﬂ Z12 Zis
ZM ZZZ Zzs
Zy Zyp Zy
formato colle nove componenti del tensore Z, nel caso in c¢ui Z é il quadrato

tensoriale del vettore ¥ il predetto determinante é simmetrice, cioé risultano
eguali i termini simmetricamente disposti rispetto alla diagonale principale.

5. -~ Prodotto tensoriale di m vettori. — Sieno ora V', ¥”,... '™
m vettori di componenti cartesiane V', V.”,... Vi™ .rispetto alla
prima terna (y). Poniamo:

(1) Tityooiig = Vi) .ov. I,

m

Passando dal sistema di riferimento (y;) al sistema (yx), col porre:

(2) . ’ Tjij?-“jm = T’fi’ tee ‘7-7.(”"

m ?

si ottiene :

G T,..

ctm T ‘Eji---jm Th---im Wigjye v o e Qg jm

e le equivalenti:

3
(3’) Tfi---im=?il---imT’:‘l---imaﬁit""aimjm'

Infatti, avendosi [N. 2]

e, per (1) e (2), risulta la (8). In modo analogo si dimostra la (8).

Le quantita T3 ;, sono tante quante sono le disposizioni con
ripetizione a m a m degli indici 1, 2, 3, cioé 3™.

Esse si diranno le componenti cartesiane del tensore mre T ri-
spetto alla terna (y;). Il tensore stesso dicesi prodotfo lensoriale dei
vettori ¥, ¥”.... V'™ Le formule (3) e (3') danno le relazioni che
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legano. tra di loro le componenti cartesiane dello stesso tensore T
riferito a terne cartesiane differenti. In generale le 3™ componenti
del tensore T sono distinte, faremo rilevare ora un caso notevole in

cui il numero delle componenti distinte si riduce a (________m—}—l) (m +2)

6. - Potenza m™ tensorlale di un vettore. — E il caso in cui
si ha: - H

-V/= V/I=.... V(m)= | 4
In tale caso la (1) del numero precedente diviene :

Tooiy = Vi Voo Vi

m *

Poich® permutando comunque i fatiori del secondo membro il
prodotto indicato non muta, risultano identiche tutte le componenti
che differiscono solamente per I’ordine degli indici; pertanto il nu-
mero delle componenti distinte eguaglia quello delle combinazioni
con ripetizione a m a m degli indici 1, 2, 3, ciod:

(m;:&—2)= (m+1)2(m+2)-

In tal caso il tensore 7 dicesi simmelrico e rappresenta la po-
tenza tensoriale m™ del vettore V.

7. - Tensore. — Assegnate 3m quantlta Ti.. iy, dove ¢, dy.... ¢,
rappresenta una generica disposizione con llpetlzxone di 1, 2, 6 )
un sistema di riferimento cartesiano (y;) si dird che esse — compo-
nenti carlesiane — definiscono cartesianamente un lensore wmr° 7.

Passando ad altro sistema di riferimento (ys) le cowmponenti dello
stesso tensore 7T risultino definite mediante le primitive a norma
delle (3) del N. b. Viceversa le componenti rispetto al sistema ()
risultino espresse mediante le altre dalle relazioni (3) del N. 5. Si
rilevi la natura lineare e omogenea, espressa dalle citate formule |
(3) e (3) del N. 5, tra componenti di uno stesso tensere riferito a
terne diverse: in particolare, se sono nulle le componenti di un ten-
sore, rispetto a una delle terne, sono nulle anche le componenti se-
condo qualsiasi altra terna: caratteristica questa di un tensore nullo.

Por m'=1 si ha la rappresentazione cartesiana di un vettore,
che in questa teoria si comporta come un lensore semplice. Un esempio
di tensori mP! ci & offerto dal prodotto-tensoriale di m vettori [N. 5],
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altri esempi dareme tra poco. Un tensore dicesi simmelrico quando
risultano identiche le componenti che differiscono soltanto per I’ or-
dine degli indioi; il numero delle componenti distinte diminuisce a

(m + 1) (m =+ 2)
2

come si & visto nel caso particolare della potenza

m™ tensoriale di un vetture [N. 6].

Un tensore dicesi emisimmelrico se & tale che lo scambio di
due indici qualunque porta al cambiamento di segno della compo-
nente ; in particolare sono nulle le componenti con indici non tutti
distinti. '

Per m =0 si ha una sola componente, in tal caso si conviene
di dire che il lensore é di ordine zero.

; 8. - Tensore fondamentale o unitario. — Chiamasi fondamentale
o unitario il tensore doppio simmetrico A -le cui componentl carte-
siane 8 sono definite nel seguente modo:

(1) dip == 0 per i#k, Spp=1 per te=k.

Lo specchio di queste componenti & rappresentato dal determinante :

1 00
010
0 0 1].

Gli elementi della prima riga di questo determinante, quelli
della seconda e quelli della terza si possono interpretare come com-
ponenti dei tre vettori unitari fondamentali, cioé dei vettori orientati
come gli assi del sistema cartesiano di riferimento.

Il tensore A gode della notevole proprieta che le sue componenti
sono tnvarianti, ciod sono indipendenti dal sistema cartesiano di
riferimento, il che si esprime scrivendo:

i = dir-

Infatti, applicando le formule di trasformazione (3" del N. 5, che per un
tensore doppio coincidono colle (3') del N. 3, si ha:

—_ 3
S = ?jh Bjn, i Cn s
tenendo conto delle (2), e delle (2') del N. 1, si ha successivamente :
—_ 3 3
L }‘J 8504 0, = % o0, =8y,

come si era asserito.
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La proprleta rilevata mette in rilievo il carattere assoluto del
tensore fondamentale A.

9. - Il tensore E. — Un altro tensore notevole, che presenta
pure oarattere assoluto, & il tensore triplo, emisimmetrico -E le cui
componenti g, sono definite nel modo seguente:

) )e,-,-;, = 0 se gli indici ¢, §, £ non sono tutti distinti,

| &ix = (— 1)° essendo ¢ pari o dispari iunsieme alla

el ijk
classe della sostituzione (1 9 3 )

Delle 27 componenti, che competono in generale a un tensore
triplo, per il tensore E solamente 6 sono diverse da zero, tante es-
sendo le permutazioni di 1, 2, 3, le altre 21 sono tutte nulle. Trat-
tasi manifestamente di un tensore emisimmetrico [N. 7].

Anche il tensore E gode della proprietd gia rilevata pel ten-
gsore A [N. 8] di avere componenti énvarianti, ciod :

Eijk = Eijk .
Infatti, applicando la (8’) del N. 5 alle componenti del tensore E si ha:
— 3
S = %pqr Epgr Opi Bgj Crr 5

ma le g,4, con indici non tutti distinti' sono nulle; riferendosi quindi ai soli
indici distinti, per le (1) si ha
Ein = Spgr (— 1)° Op; 0g; Oy

intendendosi di rappresentare S,,, la somma estesa a tutti i termini che si
possono ottenere applicando a p, ¢, » tutte le 6 permutazioni di 1, 2, 8. Il se-
condo membro & lo sviluppo del determinante [An. Mat. N. 15]

Oy Oy Oyp

Og; Oy Ogp

O3 OGg5 Ogn |-

Se gli indici ¢, 3, & non sono tutti distinti, il determinante, avendo almeno
due colonne eguali, & nullo [An. Mat. N. 17, 7°], se sono tutti distinti rappre-
senta il determinante che si ottiene dal seguente:

0y Q49 Oy3
Oy Oy gy | == 1
Ogg Ogp Oy )



9] _ 9

eseguendo sulle colonne la sostituzione

lioj R
1 2 38/,
per cui risulta = =1, valendo il segno -4 oppure il segno — secondo che la

classe della sostituzione accennata & pari oppure dispari [An. Mat. N. 17, 4], si
ha dunque per le (1),

Eygp = eijk . c. v. d.

Ancor qui, come giad pel tensore A [N. 8], si rilevi il carattere
assoluto delle componenti cartesiane del tensore E.

Questa proprietd dei tensori A e E non trova riscontro nei vet-
tori e, in generale, negli altri tensori.

Essa fa pensare che i tensori A e E si trovano nelle stesse con-
dizioni di una sfera la quale risulta egualmente orientata rispetto a
una qualunque terna cartesiana coll’ origine nel suo centro.




CAPITOLO II

.Operazioni sui tensori

10.. - Somma. — Sieno X, . i, le componenti cartesiane di un
tensore mP* X e Y; . ;. quelle di un altro tensore, pure mP°, X.
Poniamo :

(1) Ziy. iy =X i+ Yi. iy

Passando dal sistema di riferimento (y;) al sistema (y;) si otten-
gono le relazioni:

3 —
(2) Zﬁ---im=§ii---jmzji---jm Qigjy oo oo Moy
e le equivalenti
—_ 3
(3) Z.h-ufm =?ﬁ~--im Zii-uimaii.’l""a’:mfm’_
essendo
(4) . Zfi---.l'm=){:it---fm+xfi---fm'
Infatti, avendosi [N. 5, (8)]:
3 —
Xigooim ™= iyt Kig g P4y i I 0
3 —
Vit = 2ty Yigeo i ®gdy o Py Gy ?

-

sommando membro a membro, e tenendo presenti (I) e (4), 8i ricava la (2).
In modo analogo, partendo dalla (3) del N. 5, si riscontra la (3).

Le relazioni (2) e (3) mostrano che Z; ., e Zil---im si possono
interpretare [N. 7] come componenti di un medesimo tensore mr° Z

rispetto al riferimento (y) e al riferimento (y)- Per questo, e per
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le (1) o (4), rimane giustificata la denominazione di fensore somma
dei due tensori X e XY attribuita al tensore Z; il che si pud espri-
mere graficamente con la relazione

() Z=X+ X,

che & la stessa che viene abitualmente usata per indicare la somma
dei vettori.

Le (1) e (4), che sono simbolicamente contenute nella (5), espri-
mono che le componenti cartesiane del tensore somma sono le somme
delle componenti corrispondenti det lensori addend:.

E manifesta |’ estensione alla somma di pit tensori.

11. - Prodotto. — Sieno X ..., le componenti cartesiane di un
tensore pe X e Yy,...x, quelle di un secondo tensore q** Y, s’ in-
tende rispetto'al riferimento (y;). Poniamo:.

(1) Ziy. gty by =Xy .ip* Y. .5q-

~Passando dal riferimento (). al riferimento (E/—,) si. ottengono le
relazioni:

3 . —
Q@) Ziy...ipny...ng = 21 dp g Zj .. jp e hq gy Qig gy Ohihy o oo Okghg s

e le equivalenti

— 3 ~ :
B) Zi...jpm...ng = ?i,...ip Hoo. g Div.ip k.. kg Qigjy e oo Oigfp Okohy - Ohghy s
essendo

4) Zy...gpmeehg =X ..jp Yny. g -

Infatti, avendosi [N. 5, (3)}

X’i ji"'ijjt"‘jl)ailjl."aipjﬂ.

Ly e By
Yk,...kq= %n,...nq Yhi...hq"'klhi v Okgohg o

moltiplicando membro.a membro, tenendo presenti (1) e (4), si ottiene (2).
In modo analogo, applicando (3’) del N. 5, si dimostra (3).

Da (2) e (3) risulta [N 7] che Z;. . .ipn...n50 Zjlm,-p hi...ﬁq si com-
portano come le componenti cartesiane di uno stesso tensore (p + ),
Z, rispetto alle due terne () e (y;). Per questo, e per (1) e (4), il ten-
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sore Z chiamasi prodotio dei due tensori X e X e si scrive:
)] Z=X.YX.

Se X e XY sono tensori semphcl ritroviamo il caso giad consi-
derato al N. 8.
E manifesta 1’ estensione al prodotto di quantisivogliono tensori.

12. - Potenza. — Se X ==X, ciod se p==¢q &
X i

_®p=

f...8p

il prodotto Z = X - X == X? dicesi quadrato del tensore X e le sue
" componenti cartesiane sono:

Zi. . iphyehp = Xiy iy Kby iy

E manifesta I estensione, a una potenza superiore a due, di
un tensore gualunque.

EsmMp10: potenza m™® del tensore fondamentale A [N. 8).
Tenendo presenti le (1) del N. 8, le componenti cartesiane del tensore (2 m)plo
A™ garanno

1 per k=1, ... kpp=1p,,
8‘1k4'8iz"2"’8‘m"m= . S s s At Aiapie g
0 per una sola coppia di indici distinti.

E facile di constatare che anche queste componenti del tensore A™ godono
della proprietd, gia rilevata per le componenti del tensore A [N. 8], di essere
invarianti rispetto al sistema di riferimento, cioé:

siik‘...gi =8i‘k""6"

m Em im Em

13. - Composizione. — Sieno X; . ., j...;, le componenti carte-
siane di un tensore (v 4 p)P* X e Y; .. i »,...n, quelle di un secondo
tensore (v —+ g)P° ¥. Si & volutamente messo in rilievo la comu-
nanza di v indici nelle componenti dei due tensori e per pura sem-
plicitd si sono presi i primi v indici. Vedremo nel seguito che cid
¢ inessenziale. Poniamo :

(1) Zjy.. jphy..hg = Ziy. iy Kiy. iy fredp Yigo. iy hao. by e

»Mw

Passando dal sistema di riferimento (y) dl sistema (g;) si hanno
le relazioni :

3 —
2 Z...ppm...ng= %ii...iph‘...kq Ziy. . iphy.. kg Gjyig e - > Ofpip Oy Ry + « » Ohg lig s
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e-le equivalenti

— i ’ 3 : ’
B Z...ipn...ng= %ji...jp-m...hq Zyy. . jyh . hg Gy oo O i Choky - v+ Okg Rgs

essendo

— 3

4) Ziy. . iphy...ng = 2’:11...1,, Xiotyirennip® Yooty g

Infatti; per le (8)-del N. 5 8i ha

s .
Xi“..ivji...jp= ?z,...zv Py Kby ty ryry Rigry e Ogy gy O g s Oy

Y,

fgeeedy by hg = 2,

~ o, cel Oy cee s
Ty My Sy 8g Ymi..‘(mvsi...sq iymy iy my Bhysy oo Bngs;

moltiplicando membre a membro e sommando rigpetto agli indici comuni 7, ...y,
si ottiene successivamente, tenendo presenti (1) di questo numero e (2) del N, 1:

3

Zj,...jp hyoohg T ?l,...lv Ty Ty thy . my 8y..-8q Xli.“lv r‘...rp' My...My 3., Sq "

Nl

3 3
12 a o s a a P ca -
(‘i, iy 2y Fiym, %tv iy by, %y my | %7y ip Tp " Fhy sy g sq

3 X b7 e Gy G
’l‘“.lvr,...rps‘.,.sqXl,...lvrl...rp Iy by 31"'3190'-7!"1 Jp 7" Oy sy uhqsq

7y rpsy.. 8 By Fipr,t Gy Ong sy %li...lv Xl‘...l, Ty Yli...lvs,..,sq

Il
- Mo

da cai, per (4),

Zj Tyer-TpSge..Sq Zri...rps,...sq“'j‘r, "'“‘jprpah‘s‘ c"hqs'q»

3
voordphy . hg T4
c. v. d.

In modo analogo si dimostra (8), partendo dalla (8') del N. 5.

Le (2) e (3) mostrano che -Z.I'i---jpikn-hq e Z-l,,,,-pk‘,_,;,q si possono
interpretare come componenti cartesiane, rispetto alle due terne (y;)
e (4), di uno stesso tensore (p + g)*° Z. Questo tensore dicesi com-
posto dei due tensori X e ¥. In modo preciso esso risulta definito
cartesianamente, con riferimenfo alla terna (y;), da (1) mediante sa-
turazione degli indici comuni ¢,...4, nelle componenti dei due ten-
sori X e X.

Poiché le componenti dello stesso tensore Z, rispetto alla terna
(#:) sono definite da (4), risulta da questa e dal confronto con (1),
che I’operazione di saturazione ha carattere invariantivo, cio¢ indi-
pendente dal sistema di riferimento.
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APPLICAZIONE. — Sia ora X un tensore mplo, di componenti X;  ; e sia

¥ =A™, cioé [N. 12 (esempio)] il tensore (2m)pl> di componenti 8; » ...d; x,.

Chiamando ancora Z il tensore mplo composto dei due, ottenuto mediante Ja

saturazione degli indici comuni 4, ..., (sirilevi che per le componenti del se-

condo tensore questi indici non sono pil consecutivi) si ottengono per le.sue
componenti le seguenti espreasioni:

Zy

foo Ry T Sy, Xr,...im ai,k, ---5¢m B *

- Mo

Per le (1) del N. 8 il secondo membro si riduce ‘& X, . , per cui

. =X
Zk‘...km Ryooo By ?

ciog & Z = X. Dunque: componendo un lensure mpelb colla potenza m™*, A™, del
tensore fondamenlale A si ottiene il tensore stesso. Cio giustifica la denomina-
zione di unilario attribuita al tensore fondamentale [N. 8].

Sono pure interessanti, come si vedra in seguito, le composizioni di tensori
col tensore E [N. 9] '




CAPITOLO III.

Tensori variabili. — Derivazione

14. - Tensori costanti e temsori variabili. — Un tensore dicesi
costante se & indipendente dal posto, ciod se le sue componenti sono
costanti, non dipendenti dalle coordinate y; dei punti dello spasio.
Sono ad esempio costanti: il tensore doppio A [N. 8] e il tensore
triplo E [N. 9]. .
~ Se le componenti del tensore sono funzioni di y,, y,, y;, € quindi
il tensore & funzione del posto, esso dicesi variabile. Daremo ora un
esempio notevole di tensore variabile.

"~ 15. - Tensore d’inerzia. — Si abbia una distribuzione qualsiasi
di masse, nello spazio, e immaginiamo di riferirci, per maggiore sem-
plicitd, ad un sistema di assi cartesiani coll’ origine nel baricentro
e gli assi stessi coincidenti cogli assi principali d’inerzia [Mecec. raz.,
N. 158]. Chiamando I}, (k==1, 2, 3) i momenti principali d’inerzia
relativi al baricentro e M la massa totale (somma delle masse) si
consideri il tensore doppio I, le cui componenti, rispetto al riferi-
mento predetto, sono definite dalle seguenti posizioni :

‘ Ikh = I)gk + M(y;-i-l +y;+2)z

(1) ‘
[ Ly hpe = — My, Ynss-

In queste formule si deve fare successivamente k=1, 2, 3 e
considerare equivalenti gli indici che differiscono tra di loro di 3
oppure di multipli di 3. o

Come si vede le componenti del tensore I sono funzioni di y,,

Ys> Y3 8i tratta quindi di un fensore variabile e altresl simmelrico
[N. 7).
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Le componenti di I hanno notevole significato meccanico: I,
¢ il momento d’ inerzia delle masse rispetto all’ asse parallelo al-
I’ asse yx e passante per il punto di coordinate y,, y,, y; [Mece.
raz. N. 165, (8)]; L, .. 4. © |’ opposto del prodotto d’inerzia relativo,
nel punto stesso, alla coppia di direzioni degli assi y,,, e ¥, ..

Infatti, chiainiamo ora n,; le coordinate -di un punto dello spazio rispetto
ad assi paralleli agli assegnati, ma coll’ origine nel punto §,;; sard

M =¥ — .

Il momento di deviazione relativo alle direzioni 241 e % + 2 é [Mecc.
raz. N. 157]

SMNp i ety

riferendosi la sommatoria a tutte le masse del sistema; e per le precedenti

Em Wrsr =B Wrae— Brys)=
=32m (Yr+1Ur+e —Cr+1Yr+e—Snve¥r+r1 T Srr1 Brte) =

= ZMYg Yo — Err1 ZMYrte —~ G+ SMYp oy +E);+1Eh+!zm;

) ZMYp 1Y+ =0
perché gli assi (y,) di riferimento sono assi prineipali d’inerzia [Mecc. raz. N. 158},
inoltre - : :
EMmypre=Z2MmYy, =0,

perche I’ 6rigine degli assi (yi) é il baricentro [Mecec. raz. N. ]39], inoltre Em = M,
per cui in definitiva 1’accennato momento di deviazione si riduce a

ME g8 ves : c. v. d.

Come si vede, la conoscenza del tensore I, in ogni punto dello
spazio, caratterizza la distribuzione dei momenti d’inerzia e dei pro-
dotti di inerzia, o momenti di deviazione, dell’ assegnato sistema di
masse, epperd resta giustificata la denominazione di fensore d’inerzia
da attribuirsi al tensore I.

~

16. - Tensore derivato di un vettore. — Sieno X; le componenti
cartesiane di un vettore, o tensore semplice, X, funzione dei punti
P(y) dello spazio. Cid implica [N. 14] che le X; sono funzioni di
Y1» Y2, Ys. Poniamo

. &

1 Ty = —.
() |k ayk



[16] 17

Passando al sistema di riferimento (y;), si ottiene:

@) Zin = ?ih Zin s 0w,
e le equivalenti relazioni
3) Zy = 2?31'1: Zijk 0 Ak
avendo pdsto
@ .
Syn

Infatti, applicando al vettore X la (1) del N. 2, si ha
s
Xi e %.7 Xj “ij'
Derivando rispetto a y;, si ottiene

X, 2 02X,
=3 94 . .
Wn 1) oy 7

ma ¢é, tenuto conto delle (1') del N. 1,

0X; _ 3 0X; p 5 0X;
i P N __:J_L:‘{izgh 0% gy
0Yx 7 Y 0Yr 17 Y
per cui, sostituendo nella precedente, si ricava
X _ 3 2%,
=3, =2 i O,
byk ‘Jh by,, ai,; kh 3
daila quale, per (1) e (4), scende senz’ altro 3), c. v. d.

In modo analogo si dimostrerebbe la (3), partendo dalla (1') del N. 2.

Le (2) e (3) esprimono che Z;; e Zj, si possono interpretare
come componenti di uno stesso tensore Z, doppio, rispetto ai due
riferimenti () e ().

Il tensore doppio Z, le cui componenti cartesiane (1) sono le
derivate delle componenti cartesiane X; del vettore X chiamasi fen-
sore derivalo del vettore X.

Si noti che, in generale, il tensore derivato non & simmetrico
per cuai le sue nove componenti sono distinte.

E simmetrico, come scende da (1), se

0%, _ ox,
OYx dy:’

CisorTt — Caleolo Tensorigle 2
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ciod [An. Mat: N. 217] se 237,- X, dy; & un ditferenziale esatto, per cui

[Mece. raz. N. 52] il vettme X & gradiente di uno scalare, X = grad f.
Si ha allora

of
Xi= -+,
&y,-
e quindi, per (1),
é%f
Xip = .
" By: oy

Si rilevi ancora che se il vettore X & costante [N. 14] & per
la (1) |

Zyy =0,
e per la (3)

Zin = 0,
e quindi, per la (4),

0X;

Yn -

ciod X; sono costanti. Dunque la costanza di un vettore ha carattere
invariantivo, ciod indipendente dal sistema di riferimento.

17. - Tensore derivato di un tensore qualunque. — Le conside-
razioni del numero precedente si possono facilmente estendere ad
un tensore qualsiasi. Sieno X .. ;, le componenti di un tensore
m?° X, funzioni di y,, y,, s

Ponendo

80X .. .ip

’

di fronte a un cambiamento di sistema di riferimento si hanno le
relazioni :

2 Ziy. . ik == ’Eji.‘.jmh Zjy.. imih Qigdy » =+ Oipy jym Oich
e le equivalenti:

@ Z.

3
Cimlh = ?ii...imh Ziy. . ik Qigdy - - gy Okh
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-avendo posto

4 Zj,.. . imh = i dm

Al solito basta applicare al tensore X la (3) del N. 5, con che s8i ha

Xi : = ji'-jm in_”jmuhjl...aimjm.

PRYPR 7

- Meo

Derivando rispetto a y, tenendo presente (1) e notando che

0K, iy 3 0K iy Y 2 X;
ioodm g O im OUn — %h Jyrdm o s
OYx ! 0Yn  O¥r ! OYn
si ottiene
3 bfj e d
Zi,. im|k=§j4 "'mhia'%ﬂ gyttt Py gy O
e quindi per la (4) si ottiene (2), c. v. d.

In modo analogo si dimostra (8), applicando la (8') del N.5.

Le (2) e (3) autorizzano a ritenere Z; ... ;,x le componenti rispetto
al riferimento (y;) di un tensore (m 4 1)** che dicesi derivalo del ten-

sore mP° X le cui componenti rispetto alla terna (y;) sono Z,.. i -
Se il tensore X & costante [N. 14] il suo derivato & nullo.

(id scende immediatamente dall’. osservazione che se il tensore X é costante,
sono costanti le sue componenti e quindi nulle le derivate di queste, che sono
le componenti del tensore derivato.

Come dal tensore mP° X si passa al tensore derivato (m -+ 1)p°
cosl da questo si deduce un tensore (m -} 2)P, derivato, che & il
derivato secondo di X e cosl di seguito, il derivato di ordine p sard
un tensore (m -+ p)Pl. '

Per esempio il tensore triplo, primo derivato del tensore di inerzia I
[N. 15, (1)], ha per componenti:

Ay oy My
O _ o Odxr _ g , =2M
Y Wkt Yrs OYn+2 Yrtes
Mpt1n+s Mpss nte OMyvy s
Mptin+s _ o —— M Odx+ant+s _ __ pr .
0Yx " W ykfe T Wats Y+t
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Il derivato secondo di I & un tensore quadruplo costante che ha nulle
tutte le componenti tranne le seguenti:
Shy gy, Phx _gpy, DPlurinee .y,
OYk+1 OYr+2 OYn+1 OYn+e

Infine il tensore derivato terzo di I é nullo; e necessanamente sono nulli
i derivati successivi.

Altro esempio notevole dl derlvazwnl successive di un tensore, si ha par-
tendo da una funzione 7(y,, ¥», ¥s) che costitnisce un tensore di ordine zero
[N. 7). Le sue derivate prime

o
oY

definiscono un tensore di primo ordine o vettore: il grad [; le derivate seconde
¥
Y OYx
definiscono un tensore doppio simmetrico; e cosi via; le derivate mme
o"f
Yy -+ Wiy,

sono le componenti cartesiane di un tensore melo simmetrico che é il derivato
mmo della funzione, o tensore di ordine zero, f.

18. - Divergenze di un tensore. — Sieno X; le componenti ocar-
tesiane di un vettore X. K noto [An. Mat. N. 280] che chiamasi di-
vergenza del vettore il trinomio

(1) ?z -

E noto altresi che essa ha carattere invariantivo di fronte a
differenti sistemi di riferimento; precisamente passando dal riferi-

mento (y;) ad altro (y;) si ha
3X;
dy;

0X;

<

@ 3,

»Mw

La constatazione & del resto immediata. Basta applicare al vettore X la (1)
del N. 2, con che si ottiene:

— 3
Xy = ?‘i X; og;

derivando rispetto a }7,, si ha
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ovvero, per essere, qualora si tenga presente (1) del'N. 1,

2% _ 3 0% oy _ 3 X

= = = . —a
oYx T oY OUn ¢ 0Y; e
sostituendo
X, 3 X
£ =3 Loy op;
0Yx 170y,

sommando rispetto a % e tenendo presenti (2) del N. I, si ha

;2% L oX,

3 X, 3
T U i ;s Tr Qg Cjg i 205 ij
35X
= 3 2
1oy’

che & la (2).

Yonsideriamo ora un tensore doppio che continuerd ad indicare
con X ; sieno X;; le sme componenti cartesiane rispetto al riferi-

mento (y;).
Poniamo
. ) 3 X
@ v b

Operando un cambiamento di riferimento, cio® passando dal si-

stema (), al sistema (), si ha

4 Y, = Ejk Y oa .,
oppure

#4) | Y. = %i Y; ain
avendo posto

@ Ym 5000

Infatti, applicando al tensore doppio X la (8) del N. 5, si ha

Xy =

- Mo

jh Xjn Cij Ogp -

Derivando rispetto a y,, si ottiene

2 X =§ ijn
o " o

Qij Okp »
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ma &, tenendo presente (1) del N. 1,

X,y
oY

3 W, 3
=3, = S0 o 3 o
i i
per cui sostituendo:

3 X
—_ 71 .
= Zjpp == ®j; Opp Oxg
! oYy

sommando rispetto a %k, tenuto conto di (2) del N. 1, si ha

3 Xy 3 bX—jh 3 3 ax—jn
oh ' ont s ®ij or Ogp, Ggy s o7, ij Ong
= §jn b}ijn % s
1 OYn
da cui, per (8) e (b),
3 —_—
Y, = %j § iy

che & appunto la (4), c.v.d.

Analogamente si dimostra la (4).

La (4) e la (4) mostrano che Y; e Y sono le componenti di uno

stesso vettore ¥ rispetto alle due terne (y;) e (y); tale vettore si
definisce divergenza del tensore doppio X.

OSSERVAZIONE 12. - Si rilevi da (3) che le componenti Y; della
divergenza del tensore doppio X si sono ottenute derivando le com-
ponenti X rispetto ad yx e poi sommando rispetto a k. Si ottiene,
‘in generale, un’altra divergenza Z dello stesse tensore X, derivando
X, rispetto a y; e sommando rispetto a ¢, ciod le componenti di
Z risultano essere :

3 60X

1]

(6) Zy =

~ M

Dunque un tensore doppio ha due divergenze.
OSSERVAZIONE 28, - Se X = X, ciod se il tensore X & sim-
metrico [N. 7] allora Y;=Z; cio® le due divergenze coincidono: ¥Y=2Z.

Ci6 scende immediatamente dal confronto di (8) e (6).

Dunque un tensore doppio simmetrico ha una sola divergenza,
le cui componenti sono indifferentemente definite da (3) oppure
da (6).
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Se X & un tensore emisimmetrico [N. 7], avendosi Xy + Xy = 0,
risulta Y;+ Z; = 0, ciod le due divergenze sono vettori opposti:
Y+ Z=0.

E facile la estensione delle considerazioni svolte al caso gene-
rale in cui X sia un tensore mr° di componenti Xj. .. iy, Ponendo

s 80X i - .
: .. . . — , Utk —4 MWLt
(7) .'Y-’1~-~"h—-£'{k+i--~‘m - 12111

Y, »

si ottengono le componenti ocartesiane, rispetto al riferimento (y:),
di un tensore ¥ (m — 1)P°, che si definisce divergenza di X.

Come si vede, in generale, si hanno m divergenze di un ten-
sore mPl°, percheé la derivazione delle sue componenti Xi...ip, S1 pud
compiere, una volta per ciascuno, rispetto a i, ... Yiy,-

Naturalmente questo numero diminuisce se si considerano ten-
sori mP! speciali.

19. - Rotori. — Designi ora X un vettore di componenti Xj;
si consideri il tensore doppio derivato di X [N. 16] di componenti

0Xy ,
dy; ’

si componga [N. 13] infine questo tensore doppio col tensore E [N. 9]
di componenti g , saturando gli indici § e k&, si ottiene un vettore R,
lo cui componenti risultano definite dalle seguenti relazioni:

3 84X
(1) | By = 2 e _ay:"
Sviluppando la sommatoria e tenendo presenti (1) del N.9 si
ottiene :

X, 06X
1 R — ive _ Oi41
@) 0Y; i Y+

Infatti, svilappando prima la sommatoria rispetto a j, facendo successiva-
mente j=1i, { +1, ¢ +2, colla consueta intesa di considérare equivalenti gli
indici che differiscono tra loro di 8 o di multipli di 3, si ha:

3 X, X )
Ry = %k (ett+ﬂc Wirs + &iiran Wexel'
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e infine sviluppando ulteriormente la sommatoria col porre successivamente
k=1, 741, i4+2, e tenendo sempre presenti (1) del N. 9, si ottiene '

X; 2X;
Ri=eiiqtite g+ € iqaitt 50005
Y41 0Yi+2
e perché, qualunque sia ¢, é sempre
ittt =1, Eyiop1=—1,
dalla precedente scende senz’altro la (1), c. v. d.

Nelle (1') si riconoscono le ben note espressioni [An. Mat. N. 281]
delle componenti cartesiane del rolore di X, per cui

R =rot X.

Il criterio contenuto nella (1) si pud assumere come base per
definire il rofore di un tensore qualsiasi.

Riferiamoci, per semplicita, ad un tensore doppio X di com-
ponenti Xy ; consideriamo il suo tensore derivato di componenti

[N. 16]

Xy,
9y,

’

e componiamolo [N. 13] col tensore E [N. 9] di componenti ¢, , sa-
turando gli indici j e k; si ottiene il tensore doppio R di compo-
nenti

OX

Sy,

J

2 Ry = %jk Eijk

Il tensore doppio R si definisce rofore del tensore doppio X.
Ricordando le proprieta del tensore E [N. 9] si pud altresi mettere
la precedente sotto la seguente forma:
2.9 _ aXLi+1.
Y14 Y,1s

che presenta mnotevole analogia colla (1) relativa al rotore di un
vettore.

(2/) Ru =

’

Infatti, svilappando il secondo membro di (2) prima rispetto all’indice j,
col porre successivamente j =1¢, ¢ + 1, £+ 2, e tenendo presenti (1) del N. 9,
si ottiene:

3 X dX;x
R, =3 (s |43 e )
1= Tr |\ Fiivin 3 1'|' ”'Hkby,- . y
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e sviluppando I’ ulteriore sommatoria, col fare successivamente k=i, i + I,
i+ 2, 8i ha:

By = €441 4+2 RRSRER + 82441 LRSTERE
- ) ) ) s
0Yi+1 WYi+2
dalla quale infine, per essere
Biitrg+e = 1, g9 44q = —1
per qualunque ¢, si ricava la (2), c. v.d.

Si rammenti, riferendosi alla (1), che I’ annullarsi di E; cioe
del rotore del vettore X, di componenti X;, & condizione caratteri-
stica [An. Mat. N. 217] perche 1’ espressione differenziale

2331' X; dy;
d

sia un differenziale esatto, ciod affinché il vettore X sia il gradiente
di una funzione.

Riferendoci ora al rotore di un tensore doppio, che continuiamo
a indicare X, si pud rilevare un analogo significato. Infatti I’ annul-
larsi di R; in (2) esprime le condizioni affinch& il tensore doppio
X di componenti Xy si possa considerare il derivato [N. 17] del
vettore di componenti X;, ossia perché sia ‘

X,
Xl = a—yk'.

OSSERVAZIONE 12, - Se nel secondo membro di (2) al posto di
Xy, si scrive Xy si ottiene

3 X,
ik Eigr 3___1/‘ )
J

(3) - R’u = "

e corrispondentemente (2) da luogo a

60X, .4, _ X, .1, .

B R =
) R TS T

Queste definiscono un tensore doppio R, che ancor esso pud
assumersi come rofore del tensore doppio X: dunque un tensore
doppio ha due rotori.
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OSSERVAZIONE 2%, - Se il tensore doppio X & simmelrico, es:
sendo [N. 7] X;; == Xj, dal confronto di (2) e (3), oppure di (2') e (3),
scende R'; == R; e quindi B’ = R. Dunque un tensore doppio sim-
metrico ha un solo rotore, le cui componenti cartesiane sono defi-
nite da (2) o da (3), oppure da (2) o da (3).

Esempio. - Il tensore d’inerzia I [N. 15] ha per rotore un tensore doppio
emisimmetrico [N. 7 R di componenti cartesiane

Ry =0, Riyq440=— 8My,.
Cid scende da (2') tenendo presenti le (1) del N. 15.

Se X & un tensore emisimnetrico, essendo |N. 7} X + X =0,
scende dal confronto di (2) e (3), oppure di (2') con (3), che R’y + R; =0,
ciod i due rotori sono tensori opposti, per cui B + B =0.

E facile la estensione delle cose dette al caso in cui X, anzichd
tensore doppio, & un tensore mP° di componenti Xj . ;.

Poniamo

(4) (h) 3 aXﬁ...in-{k’in.‘.‘...im.

R’I:’I:1...ih._"i’,,+i...im = Zjk Eijk o 3
L Ys

queste definiscono le componenti di un tensore mP° R'™ che si de-
finisce rofore di X.

Risulta da (4), facendo k=1, 2, ... m, che in generale si hanno
m rotori di un tensore meP,

Sviluppando le sommatorie, col medesimo procedimento gia in-
dicato per m==1 e m =2, si pud altresl mettere (4) sotto la forma
seguente :

0 B . 0Xy iy qivrinaa..im OXiy. ip—gi+tinat.im
( ) O TR N P R -

0Yity Yiss



CAPITOLO 1IV.

Applicazioni alla Meccanica

20. - Tensore degli sforzi. -— Un esempio meccanice cospicuo
di tensori variabili [N. 14] & il fensore degli sforzi. E un tensore
doppio simmetrico ®, le cui componenti cartesiane [Mecc. Raz. N. 244]

Dy, = Py;

hanno il noto significato : ®;; = sforzi normali, ®;,, ;1, = sforzi tan-
genziali ({=1, 2, 3) in un sistema continuo, che si trovi in qualunque
stato (quiete o movimento) e sotto qualunque sollecitazione.

Il tensore ® caratterizza, in ogni posto, lo stato di fensione (*)
del sistema continuo, cio® lo sforzo che si esercita sn ciascuna delle
due faccie di un elemento superficiale qualunque del mezzo continuo.
" Fissata quella faccia di un elemento superficiale, di vettore unitario
normale n, che & rivolta dalla parte opposta del verso di n, lo
sforzo unitario sopra la faccia predetta & il vettore 8 le cui compo-
nenti cartesiane si ottengono componendo [N. 13] il tensore ® di com-
ponenti &y col vettore n di componenti nx (coseni direttori di n)
mediante saturazione dell’ indice k, cioé [Mecc. raz. N. 245, (1) op-
pure N. 246, (3)] sono:

(1) S; = zg:k Qi 1.
1

(*) E questa ' origine della denominazione “ tensore ,,.
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21. - Equazioni della meccanica dei sistemi continui. — Trattan-
dosi di un tensore doppio simmetrico il tensore degli sforzi ® am-
mette un’ unica divergenza [N. 18, Osserv. 22], il vettore di com-
ponenti

8Dy
ayk

3 , (=1, 2, 3).
i
E noto [Mecc. raz. N. 246, (1)] che in condizioni statiche, in ogni

punto dello spazio occupato dai sistemi continui devono essere sod-
disfatte le seguenti equazioni (indefinite):

(1) oF; =3,
i

o = densita del mezzo, F; = componenti della forza unitaria di
massa agente sul sistema continuo.

Dalle (1) si trae il notevole significato della divergenza del ten-
sore degli sforzi: in condizioni statiche, essa deve eguagliare la forza
unitaria di volume.

In condizioni dinamiche, nel primo membro di (1) basta sosti-
tuire ad F;, F;, — a; essendo a; le componenti della accelerazione
posseduta dal generico punto a cui ci si riferisce [Mecc. raz. N. 218],
almeno per quei sistemi continui ai quali & applicabile il principio
di D’ALEMBERT.

22. - Interpretazione statica del tensore di inerzia di una distri-
buzione continua di masse. — Sia S lo spazio occupato da una distri-
buzione continua di masse materiali e ¢ la superficie, oppure 1’ in-
sieme delle superficie limitanti S. Il tensore di inerzia I, relativo
alla predetta distribuzione, ammette per divergenza il vettore di com-
ponenti

(1) — 2My;
ciog¢ il vettore
(1) — 2M (P — Py).

Tnfatti, tenendo presenti le (1) del N. i15, si hanno per la divergenza di I
le seguenti componenti [N. 18, (3)]:

231 olyn _ ol s 444 L i+
W Wi Wi+ Wi+

=—2My1/, c.v.d.
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Cid premesso, se nella (1) del numero precedente si pone

Dix = I,
si ottiene
QE = - 2My@ ’
oppure, in forma vettoriale,
2M
) F=—T(P*Po)-

Scende da cid che il tensore d'inerzia I dell’ assegnato sistema
continuo di masse si pud interpretare come tensore ® degli sforzi
corrispondente ad uno stato di equilibrio delle masse stesse essendo
ogni particella’ attratta verso il baricentro P, con una forza di massa
unitaria (2), che & direttamente proporzionale alla distanza dal bari-
centro e inversamente proporzionale alla densitd della particella
stessa.

In quanto alla sollecitazione in superficie o, indicando con f;
le componenti della forza unitaria superficiale, si ha

() f, =17 + M(P — P)’]n, — M(P— P) X ny,.
Basta applicare la (1) del N. 20 ai punti di o e al tensore I; si ottiene:
‘ 3
fi= ?h Ly, 7y,

designando ora 7, i coseni direttori della normale a ¢ volta verso 8. Si svi-
luppi la sommatoria; tenendo presenti (1) del N. 15, si ha successivamente:

fi=Ty 7+ T Myqg + Ly pomygs

=[5+ My + Vie) e — My gy nypy — My Ysv9 M te

(0)

=L+ M@ + ¥iee + Viv) 0 — My @urs + Yy Magy +Yise Nyt2)

= [L7 + M(P — P’ n; — My, (P— P) Xn,
c. v. d.

23. - Piccole deformazioni. - Tensore di deformazione. — Riferia-
moci alle deformazioni infinitesime di un sistema continuo [Mece.
raz. Cap. XIV]

Sia C la configurazione dei punti P; attribuendo a ogni punto
uno spostamento infinitesimo v, la particella che in C occupava la
posizione P va ad assumere la posizione P+ v: I’insieme di queste
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posizioni definisce una configurazione €+ DC, infinitamente pros-
sima alla configurazione, inizialmente considerata, C.

Se si considerano in C due elementi lineari ds e 8s, spiccati
dal punto P(y;), detto ¢ 1’angolo da essi formato, si ha:

(1) ds 38 cos Y = 233,~ dy; dy; ,
1

(3;' e % i coseni direttori dei due elementi lineari.
Esprimiamo la variazione dei due membri quando si passa dalla
configurazione C alla configurazione C -+ DC, ecaratterizzata dagli

spostamenti v; si ha:

essendo

(ds - Dds + 83 - Dds) cos v 4 ds ds - D cos y = 3 (dy:- Doy; + 8y~ Ddys);
i

ma &
Dcosy = —seny- Dy,

Dsy,, = 5Dyu = 6,01 = ék a ayk ’

Ddyz = dDyz = d'U'L i 23:k :vt dyk )

per cui si oitiene:

(ds - Dds —|— ds- Dds) cos ¢ — ds - ds - sen p Dy =

3 du;
= Ezk dyiﬁyk+2m 6y . 8y ayr,

infine, scambiando tra di loro ¢ e k nell’ ultima sommatoria,

3 ov; 8vk
(ds- Dds + ds- Dds) cos ¢ — ds ds sen - Dy = Xy | 72— —+ —— | Ay dyx .
« \Oyr Oy

Dividiamo i due membri per ds-3s; ponendo:

- dy; v Ui

5 _ ds ' T 88’
@ Dds Dos _ .
ds €n 58 == &y,

e infine

dy;’
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8l -ottiene :
)] (en + Sv)v cos P — sen Y- Dy = 2§ik Ex nivy,
i

formula fondamentale per lo studio delle deformaszioni infinitesime,
[Mecec. raz. N. 269, (9)].
Giova far rilevare il signifioato dei simboli, contenuti nella (4).
Dalle (2) scendono i seguenti significati :

n; = coseni direttori dell’ elemento lineare ds,
v; = coseni direttori dell’ elemento lineare s,
&n = allungamento unitario dell’ elemento ds,

&, = allungamento unitario dell’ elemento §s.

In quanto alle (3), esse definiscono, mediante le derivate delle
componenti v; del vettore spostamento v, un tensore doppio simme-
trico £ di componenti Ex = & che chiamasi tensore di deformazione,
perché, come ora vedremo, esso caratterizza in modo completo la
deformazione infinitesima del sistema countinuo nel passaggio dalla
configurazione C alla configurazione ¢ + DC.

24. - Allungamenti unitari. — Se =0 e ds = 88 i due elementi
lineari spiccati da P in ¢ vengono a coincidere, per cui avendosi:
Vi==M;, & —¢,, la (4) del numero precedente diviene senz’ altro :

(1) & = %m Eix MMy .

Questa formula definisce I’ allungamento unitarie relativo al
punto P e alla direzione n [Mecec. raz. N. 270, (1)], una volta note
il tensore di deformazione E.

Facendo coincidere n colla direzione e verso di uno degli assi,
per esempio dell’asse y;, avendosi

=1, Ny = Nip2=0,
dalla (1) scende
& = Gii .

Dunque &; rappresenta 1’ allungamento unitario relativo alla
direzione dell’ asse ;.
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95. - Variazioni angolari. - Scorrimenti. — Riferendoci nuovamente
‘alla (4) del N. 23, si rilevi che essendo e, definita dalla (1) del nu-
mero precedente ed avendosi

3
gy = ik Eix Vi Vi,
1

la citata formula (4) definisce Dy, cio& la variazione dell’ angolo v,
inizialmente formato in C dagli elementi lineari ds e 8s, nel pas-
saggio dalla configurazione C alla configurazione C 4 DC.

Si rilevi che anche Dy & determinato una volta noto il tensore

di deformazione =.
Facendo coincidere m col verso dell’asse y;., e v con quello
dell’ asse g; 12, essendo:

n = Nip2=10 nig1=—1,

n
vi=vit1 =0 Vnyz =1, 'lP=—2“,

dalla (4) del N. 23 si deduce
— Dy = 2841442

Appare da questa il significato di scorrimenti [Mece. raz. N. 271]
delle componenti & .;;2 del tensore =, precisamente 2,28 la
diminuzione dell’angolo retto, che formavano in C fra loro due ele-
meunti lineari paralleli ed equiversi agli assi y;11 e 942, nel pas-
saggio dalla configurazione C alla configurazione C + DC.

26. - Quadriche degli allungamenti. - Direzioni principali. — Chia-
miamo ora ¢ !’allangamento corrispondente in P’ ad una direzione n,
8i ha per (1) del N. 24,

' 3
(1) g == ?ik Eix 15 Mg .

Sopra ogni direzione uscente da P si fissi un punto § tale che

1
2 P— —
@) | Q1 el
valendo, sotto il radicale, il segno -+ se €0 e il segno — se e<Z0.

Qual’ ® il lnogo ‘dei punti Q?
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Immaginiamo di riferirci a un sistema di assi coll’”origine in P
e paralleli agli assi gia prescelti; chiamando z; le coordinate di Q
rispetto a questo nuovo riferimento, si ha

=@ P|m=—

\/-_i- £ ;
poiché:‘da questa si ricava
n=uw; V +e,
la eliminazione di" n; tra questa e la (1) da luogo alle equazioni
seguenti:

3) i’k Grawiay, = = 1.
i

Il luogo geometrico dei punti @ & costituito da quadriche col
centro in P; esse si denominano quadriche degli allungamenti. Se
gli allongamenti sono tutti positivi, nel secondo membro si deve
assumere I’ unitd positiva; se sono tutti negativi si deve invece as-
sumere I’ unita negativa: in entrambi i casi si ha una sola quadrica,
e precisamente un ellissoide.

Se per alcune direzioni gli allungamenti sono positivi e per
altre direzioni sono negativi,” ammessa la loro continuita, vi saranno
delle direzioni per le quali 1'allungamento & nullo: il Inogo di
queste direzioni & il cono quadrico di equazione

3
ik iy =0.
i

Esso chiamasi cono di scorrimento ed & il cono assintotico co-
mune alle due quadriche, definite da (3): una col 4 1, 1’ altra col
- — 1 per secondo membro; tali quadriche sono un iperboloide a una
falda e un iperboloide a due falde.

La (2), risolta rispetto ad e, fornisce

L]
+ 1

fTe—p

la quale formula, nota la quadrica, o le qnadnche, degli allunga-
menti dice che I’ allungamento unitario corrispondente ad una dire-
zione, comunque prescella, é misurato dall’ inverso del quadrato del
raggio della quadrica, avente quella direzione, e in quanto al segno é
sempre positivo (o sempre negalivo) se si ha un ellissoide; se si hanno
due quadriche distinte, il segno ¢ determinato dalla quadrica che il
raggio altraversa.

Cisorti — Calgolo Tensorials 8
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Poichd si tratta di quadriche centrate, esistono tre assi prinei-
pali trirettangoli; assumendo questi come assi di riferimento spari-
scono nella (3) i termini rettangoli, cio® (3) diviene:

3
2 Em=x1;
1
per questa terna di direzioni sono dunque nulli gli scorrimenti [N. 25]:

Eitri42=0.

Segue la noievole proprietd: fra le oo® direzioni wuscenti da P
esistono sempre almeno tre trireltangole per cui gli scorrimenti mutui.
sono nulli, cioé si mantengono trirettangole nel passaggio dalla confi-
gurazione C alla configurazione C + DC.

Queste direzioni si dicono principali.

- Le considerazioni geometriche ora svolte con riferimento al tensore di de-
formazione E, che & un tensore doppio simmetrico, si possono applicare a qual-
siasi altro tensore doppio simmetrico, come ad esempio ai tensori di inerzia
[N. 15] e ai tensori degli sforzi [N. 20]. Per ognuno di questi si hanno, in ogni
punto delle quadriche direttrici (ellissoidi, per i tensori d’inerzia [Mecc. raz.
N. 156 e 158]) o quadriche del tensore, che si possono ritenere immagini geo-
metriche del tensore stesso. Gll agsi di queste quadriche sono le direzioni prin-
cipali del tensore.

Cid significa, riferendoci per esempio al tensore degli sforzi {N. 20],
che in ogni punto di un sistema continuo, comunque sollecitato, esi-
stono sempre tra gli oo® elementi superficiali contenenti quel punto
almeno tre, fra loro ortogonali, che godono della proprieta di essere
sollecitati normalmente. :

Per il tensore unitario A [N. 8] le quadriche sono tutte sfere di
raggio unitario.

27. - Dilatazione cubica. — Sia dS il volume di una particella
infinitesima nella configurazione C del sistema continuo; passando
alla configurazione C+ DC la particella stessa assumera il volume :

dS + DdsS — (1 + Dd‘qu) 4§ — (1 + ©) d,
avendo posfo
Das
M =g

con che ® — rapporto tra la variazione di volume e il volume pl‘l-
mitivo — @& il coefficiente di dilatazione cubica.
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Come si esprime © mediante il tensore di deformazione = ?
La risposta & la seguente: il coefficiente di dilatazione cubica &
I’ invariante lineare del tensore di deformazione, ciod :

@) 0 =3t

Se T, sono le componenti di un tengore doppio qualunque 7' é facile con-
statare che la somma

2T

& invariante, cioé indipendente dal sistema di riferimento.

Infatti, passando dal riferimento (y,) al riferimento (y;) si ha, applicando al
tensore doppio 7' la (3) del N. 5:

3
T = Zgn Tyn @45 On -
Da questa, facendo £ =+¢ e sommando rispetto a 7, si ottiene:
3 3 - 3
2y Ty = 2yp, Tyn Zy 045 g
ma per (2) del N. 1 'ultima sommatoria é §;,; abbiamo dunque:
3 3 — 3 —
2Ty = zljn Tjn Bjn = 25 Ty »

Tale invariante & lineare.

Per dimostrare la formula (2) immaginiamo, per un momento, di riferirci
ad assi paralleli alle direzioni principali nel punto P che si considera [N. 26]
e consideriamo in C il parallelepipedo infinitesimo di spigoli dy,, il cui volume
sard

A8 = dy, dy, dys .

Nel passaggio dalla configurazione C alla configurazione C + DC, dy, di-
viene {N. 24] (1 + E;;,)dy, e i tre spigoli del primitive parallelepipedo si man-
tengono, nel passaggio, trirettangoli [N. 26], per cui si ottiene ancora un paral-
lelepipedo rettangolo il cui volume sarad

as 4 DdS = (1 4+ &) (1 + Eg) (1 4 §g9) AS,
da cui, dividendo per dS e tenendo presente (1),
14 0= (148 (L4 &) (1 + &)

Se si tien conto dell’ipotesi che si tratta di deformazioni infinitesime, per cui
le componenti §;; del tensore E vanno trattate come infinitesimi di primo ordine,



86 [27-28]

il secondo membro della precedente, a meno di infinitesimi di ordine superiore
al primo, diviene 1 + §,, -} &5 + &3 © quindi

3
9=§i§n-

Questa formula, stabilita con particolare riferimento cartesiano, & poi valida
qualunque sia il riferimento, poiché come abbiamo costatato, il seconde membro
é invariante. Con c¢id resta dimostrata la (2).

Se si tiene presente (3) del N. 23 si ha

30@'

Eii=5y—i

e quindi la (2) si pud alfresl scrivere:

DB

(2
Y

3) 0=3%%_aive.
S

B

In questo risultato si ha un’ altra prova indiretta dell’ invarianza
di ©, cid che del resto & insito nel significato di © stesso.

Dal contenuto di questo o dei precedenti N.© 24, 25, 26 risulta
che alterazioni di distanze, variazioni di angoli e di elementi di vo-
lume sono completamente caratterizzati mediante le componenti del
tensore E il quale a buon diritto pud portare la denominazione di
tensore di deformazione, precedentemente [N. 23] attribuitagli.

L’ annallarsi del tensore Z & condizione caratteristica perché il
passaggio dalla configurazione C alla configurazione C + DC sia un
puro spostamento rigido [Mecc. raz. N. 274} :

28. - Tensore di elasticitda. — Per piccole deformazioni dei so-
lidi elastici le sei componenti distinte @i = ®s; del tensore ® degli
sforzi [N. 20] sono funzioni lineari e omogenee delle sei componenti
Ex — & del: tensore E di deformazione [N. 23 e Mece. raz. N. 276)
il che si pud esprimere formalmente scrivendo:

. .
1 D = ?jh Cik, i Ejn -

dove i coefficienti ¢y, ju, legati tra loro manifestamente dalle re-
lazioni

(2) ' Cik, jh = Cki;jh == Cik, hj s
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sono in numero di 36 distinti e dipendono solamente dalla natara
elastica del materiale di cui & costituito il solido..

I coefficienti ci, j» si: possono interpretare come componenti di
un tensvre quadruplo. ¢, che si pud denominare lensore di elasticita
in quanto che dipende unicamente delle qualita elastiche del solido.

La (1) esprime che il tensore degli sforzi @ risulta dalla com-
posizione [N. 13] del tensore ¢ di componenti ¢, jn, col tensore di
deformazione Z di componenti Ej mediante la saturazione degli in-
dici j e h. :

Si noti che un tensore quadruplo generale ha 3*= 81 compo-
nenti cartesiane [N. 7]; il numero delle componenti distinte del ten-
sore di elasticita, che & pure quadruplo, si riduce, come si disse, a 36.

Se si ammette che le forze elastiche sieno conservative, esiste
un polenziate elastico, lavoro unitario di volume, forma quadratica
definita negativa nelle sei componenti del tensore di deformazione =
[Cfr. ad esempio (‘BSARO « Introduzione alla teoria matematica della
elasticita » Torino, Bocea, 1894]. I -coefficenti di questa forma sono
le componenti del tensore elastico ¢; precisamente chiamando 2U il
potenziale elastico si ha:

3
(3) 2U — ;ik,jh Cin, jn Eik Ejn 5
avendosi ora, oltre le (2), anche la simmetria rispetto alle due coppie
di indici, cioe

(4) Cin, ju = Cjn, ik

per cui il numero delle componenti distinte o non nulle del tensore
di elasticita ¢ si riduce a 21.
In tal caso si ha:

U
@y = 22
©) =g

che sostituisce la relazione, pitt generale, (1).

Infatti, dalla (3) derivando rispetto a §,, si ottiene, tenendo presenti le (4)
e le (1):
oU

2

3 0§ ok

= ?ikjh Cik, jn ( ik E;n +§zk M )
3

= %m Cpq, jn En + ?m Cir., pq Sir

3 3
= Zin (Coq, s+ Cin, p0) S = 2 Zyn Cpq, gn Tgn =2 Lpg
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Se il solido presenta, riguardo alla sua natura elastica, dei piani
oppure degli assi di simmetria, come nei corpi cristallini, il numero
delle componenti distinte e non nulle del tensore ¢ diminuisce an-
cora, fino a ridursi a due sole nel caso della isotropia completa
[CESABO, loco citato a pag. 37].

Si rilevi dalla (3) che 2U risulta della composizione [N. 13] del
tensore quadruplo ¢ col quadrato [N. 12] del tensore doppio E, me-
diante la saturazione di tutti gli indici comuni, ciod mediante satu-
razione completa: & percid che il risultante di questa composizione
¢ un invariante.

29. -~ Equazioni della meccanica dei solidi elastici. — Le equa-
zioni indefinite della statica dei solidi elastici si deducono da quelle

dei sistemi continui, (1) del N. 21, attribuendo alle componenti @
del tensore ® degli sforzi le espressioni (1) del N. 28, che riportiamo

3
Dy = E‘jh Cix, jh Ejn

Se si nota che, per (3) del N. 23,

¢9’Uh
2Ejh"— +
oy;
si ha ancora
3 arv.
(1) i == 2n O, . G
Infatti, avendosi
3 ov; |, v 13 v, 3 v
<I>¢n='§§4n Cik, jn («)yj ﬁ) =3 E,n ik, Jh Ng n 44 = 3 %n ik, jh ayn

scambiando nell’ultima sommatoria j con & e tenendo conto di (2) del N. 28 si ha

0v;

Q= zan Cikgn 50 e v. d.

Sostituendo nella citata (1) del N. 21 si ottengono per I’ equi-
librio elastico, nella ipotesi che il solido sia elasticamente omogeneo
ciod il tensore ¢ di elasticita sia cost‘mte, le seguenti equazioni in-
definite :

82

(2) QF = Eﬂlh Cik, jh 38— ay ayh
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Sopra la superficie g, che costitnisce il contorno del solido, ap-
plicando la (1) del N. 20, dovranno aversi le relazioni

3 ov;
@ fi = Zinn Cin, % Y

designando f; le componenti della forza superficiale unitaria.

Le tre equazioni indefinite (2) sono di second’ ordine nelle tre
componenti di spostamento v, mentre le equazioni al contorno (3)
sono di primo ordine nelle stesse componenti.

Le equazioni (2) e (3) valgono anche nella ipotesi di esistenza
di un potenziale délle forze elastiche ; basta in questo caso tenere
presenti, oltre le (2) del N. 28, anche le (4).

Le equazioni, indefinite e al contorno, delle vibrazioni elastiche
del solido si ottengono dalle (2) e (3) sostituendo a F; e f; rispetti-

2., 299,
s 9% Gtr. 1a fine del N.21].

vamente F; — S e ﬁ—W [




CAPITOLO V.

Rappresentazione dei tensori in coordinate generali

30. - Coordinate generali. — Designino y; (: — 1, 2, 8) le coordi-
nate cartesiane dei punti dello spazio; sieno esse funzioni di altre
tre variabili x,, x,, @;:

(l) Yi=1Y: (‘1’1: L2y w3)
a determinante funzionale
D= AW Y5 ys) _ ll 9y ”

d(x, x, 2,) Oxy

diverso da zero. In tale circostanza vi & corrispondenza biunivoca
tra le terne di valori y; e quelle dei valori xy, per cui quest’ultime
si possono ritenere funzioni, univocamente determinabili, delle prime:

2 Tr= 5 (Y1, Yo, Y3)-

La eliminazione delle x tra queste e le (1) da luogo a identita,
e cosl pure la eliminazione delle y tra le stesse (1) e (2).
Le equazioni

Yi; = costante
rappresentano piani paralleli al piano y; = 0; le equazioni
&, = costante

rappresentano delle superficie; un punto qualsiasi & determinato
dalla intersezione di tre piani paralleli ai tre piani coordinati, esso
pud altresl essere determinato come intersezione di tre superficie
Xy = Cy, Xy==Cy, L3=Cz.
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Percid la posizione di un punto dello spazio;, oltre che dalle
sue coordinate cartesiane y;, pud essere individuata dai valori attri-
buiti a a,, x,, ;. Si chiameranno coordinate generali le x, e le (1)
e le equivalenti (2) esprimono il legame tra queste e le coordinate
cartesiane y;.

Superficie coordinate sono a dirsi le superficie ay= costante e
linee coordinate le intersozioni di due distinte superficie coordinate;
in coordinate cartesiane le superficie coordinate sono piani paralleli
ai piani coordinati e le linee coordinate sono le rette parallele ai
tre assi del sistema. di riferimento.

2 ;
i

31. - Esempi: coordinate sferiche e coordinate cilindriche.

Se nella (1) del N. 1 si pone y, = x, le nuove coordinate sono ancora car-
tesiane, non si é che mutato il riferimento; in tal caso le (1) e (2) del numero
precedente coincidono colle (1) e (1) del N. I. Dunque nelle considerazioni che

andiamo facendo saranno mcluae, come caso molto partlcolme le conclusioni
dei Capitoli precedenti.

Poniamo
Y, = i, sen x, cos &,

(1) Yo = &, sen &, sen x,,
y3 = xi Cco8 9(;2 .
In tal caso si ha

0T, 0%y 00Xy

0 0 04
D= We 0¥r Oy | _ sen X, sen X3 Xy CO8 Xy 86N &Iy &y S6N &, COS Xy
0%, Xy OX3

%Ys 3 Y. co8 X, — &, sen.x, 0
0T, 0Ty 0%

860 Ty CO8 &y &y COS &y COS &Ly — Xy SEN Xy Sen &,

= x; sen x, cos’ x, + x| sen’ Ty = x sen x,.
Risolvendo le (1) rispetto a x,, x,, ®, si ottiene:
i — vu? 2 2
o =Vyi+y+u:,

‘/y2_+_ yz
X, = arc tg —1—22 .
(2 B Sy,

I’/z

l

Xy == arc tg =
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Infatti, dalle (1) quadrando e sommando,‘si ottiene

¥t + ¥t + y2 = sen® @, (cos® w; + sen’ a;) + @} cos’ T,
=g} (sen’ @, + cos’ x,) =} ,
da cui, estraendo la radice quadrata, si ottiene la prima delle (2).

Dalle due prime delle (1), quadrando, sommando ed estraendo le radice qua-
drata, si ottiene E

. \/yf + ?/; = &y 8en Xy

e dividendo questa per la terza di (1), si ottiene la seconde di (2).
Infine, dividendo la seconda di (1) per la prima, si ottiene senz’altro la
terza di (2).

Colle limitazioni
O=p,=, O=w,==x, O=wx,=2a

& stabilita una corrispondenza biunivoca tra le due terne di varia-
bili y; e x:.

Le superficie x, == costante sono sfere concentriche col centro
nell’ origine degli assi cartesiani. Cid scende immediatamente dalla
prima delle (2).

La seconda delle (2) mostra che le superficie x, = costaunte
sono coni rotondi col vertice nell’origine e aventi per asse 1’ asse y,.
Infine dalla terza delle (2) scende che le superficie x; = costante
sono i piani del fascio avente per asse 1’ asse y;.

Le linee

x, == costante x; = costante
sono i raggi della stella con centro nell’ origine; le linee
g == costante, &, = costante

sono circonferenze (meridiani) aventi il centro nell’ origine (polo) e
complanari coll’ asse y, (asse polare); infine le linee

x, = costante, &, = costante

sono circonferenze (paralleli) col centro sull’asse y; e normali al-
I’ asse stesso.

Le coordinate x,, %,, @, si dicono polari o anche sferiche: x,
misura la distanza del punto P dal polo O e dicesi raggio vetlore;

x; & I’ angolo che il raggio OP forma col semiasse positivo della y;
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e s8i chiama collatitudine; x; & 1’angolo che il semipiano formato dal
punto P coll’asse y, determina col semipiano determinato da y; col
semiasse positivo y, e si denomina longiludine.

Nell’uso comune raggio vettore, collatitudine e longitudine si indicano con
@, @, y; noi per Pinquadramento colle considerazioni generali manterremo le
indicate lettere ,, @y, .

Un altro esempio notevole, e altrettanto comune, di coordinate
non cartesiane & offerto dalle coordinafe cilindriche. La forma pin
generale di tali coordinate si ottiene ponendo :

Yy =y (@, @),
®3) Ys = Y (@, @),
Y3 = Xg-
In tal caso &

Ay, ¥,
D e 215
d(x, x,)

che si suppone diverso da zero.

In sostanza la trasformazione riguarda le sole coppie di varia-
bili y,, ¥, e ,, x,. Immaginando di risolvere le (3) rispetto alle x;,
si avra

®y = 2,(Y1, Y2)»
4) ®y = 05 (Yy, Yo,
X3 =Ys-

Il nuovo sistema di coordinate prende il nome di cilindriche
perché, come scende dalle (4), le superficie o, = costante e x, = co-
stante sono cilindri colle generatrici normali al piano y; = 0; mentre
le superficie x; = costante sono piani paralleli al piano y; = 0. Le
linee x, = costante, @; == costante sono le linee piane parallele al
piano y; =0 e cosl pure le linee x, == costante, x; == costante;
infine le linee x, = costante, x, — costante sono rette normali al
piano y; =0.

Se, in particolare,

Yy = &, CO8 &y,
) l Yo = @, 86N Xy,

Ys = X3,
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le prime due sono le consuete formule di trasformazione nel piano

= 0 tra le coordinate cartesiane e le coordinate polari, in
3 Yir» Yz ’
cui x, & il raggio vettore e x, I’ anomalia.. :

Le superficie x, = costante sono cilindri rotondi coassiali, aventi
1 ’
er asse comune 1’ asse y,:; le superficie x, = costante sono i piani
39 2 ‘

del fascio di asse y,. Cid scende immediatamente risolvendo le (5),
rispetto alle ok, con che si ottiene: '

ry = VY + 95,
x, =0
(6) X, = arc ig 92 ,
L NO0=x,=2=xn

X3 == Ys3-

Le coordinate x; si chiamano semipolari.

32. - Elemente lineare. — Chiamasi elemento lineare dello spazio
la distanza tra un punto P, di coordinate cartesiane y; e un punto P/,
infinitamente prossimo, di coordinate cartesiane y; + dy,;; ne viene
che, indicando con ds 1’ elemento lineare, si avra:

(1) s = 3, dy.
. 1

Questa ‘elazione fornisce il quadrato dell’ elemento lineare in
coordinate cartesiane; vediamo ora quale sard la sua espressione in
coordinate generali.

Riferendoci a (1) del N. 30, si ha differenziando,

dy = % ayz d(l‘J == g:h ay@ d(l'h ’ ;
per cui, si pud scrivere:
e _ % 9¥ Oy
dy; = =jh u; £y da‘q dwh; »
‘e sostituendo in (1), dopo di aver posto
| s By Ay
(2 jp = Qpj = 21 ¢9—wJ oy’

si ottiene in definitiva la seguente espressione pel quadrato dell’ ele-
mento lineare in coordinate generali:

6)] ds® = %ﬂjh ajp, da; dicy, .
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E una forma differensiale quadratica nei differensziali delle va-
riabili o, i coefficienti risultando definiti da (2).
Nel caso particolare in cui a; = y;, essendo allora [N. 1, (1)]

By __ oy
ox; Y;

—— alj y
la (2), tenuto conto di (2) del N. 1, diviene:
: 3
C)) . On = 2 iy dip = Y,
per cui (3) da luogo a
3 3
dst = i 8jh d.’rj d.l‘}, = Ej d’)";,
1 : 1

8i ritrova, come doveva essere, che I’espressione del quadrato del-
I’elemento lineare, nelle nuove coordinate, che sono ancora carte-
siane, & somma dei quadrati dei differenziali delle coordinate.

Mosira la (4) che, in coordinate cartesiane le sei quantita a;, = a,,
coincidono colle componenti del tensore fondamentale o unitario A
[N. 8]; in coordinate generali le predette sei quantita si chiameranno
le componenti covarianti dello stesso tensore A.

Riferendoci alle (1) del N. 31, I’ espressione del quadrato del-
I’ elemento lineare in coordinate sferiche & il seguente : ‘

)] ds® = du;} + o} doy + of sen® x, d? ;

mentre in coordinate cilindriche [N. 31, (3)] &

(6) ds* = a,, dx; 4 2a,,dx, de, + a,,dx: + dx?,
essendo
— % (%% — 3 (%)’ % Oy Oy
w=tlon), =BG, -

In particolare, per le coordinate semipolari [N. 31, ()], si ha:

(7 ds’ = duo} + x} dr; + do? .

33. - Componenti generali del tensore fondamentale. — Abbiamo
definito nel numero precedente componenti covarianii del tensore
fondamentale A in coordinate generali, i coefficienti della forma
quadratica (3) che rappresenta il quadrato dell’elemento lineare



46 :[88]

dello spazio nelle medesime coordinate, coefficienti che sono legati
alle formole di passaggio tra le coordinate generali e quelle carte-
siane dalle relazioni (2):

% % %Y
1) U= i 3, an’

Il discriminante della citata forma (3) & il determinante

2 a = ay | = D

Infatti, la (1) mostra che il determinante a é il quadrato [An. Mat. N. 25)
del determinante funzionale

— “ oY
0y || -

Dalla (2), tenuto conto che & D 50 [N. 80], scende che & sempre
a>>0, ciod la citata forma (3) & definita positiva.
Poniamo ora

w3 O O
(3) : a ?V ayv ayv ¢

B facile constatare che a®* — a* sono gli elementi reciproci di
(1) nel determinante a. ‘

Infatti, facendo nella (1) j=14, indi moltiplicandola membro a membro con
(8), si ha:
; 3 Y, oy, oT; O .
ii“m“‘k—% Vg i —*
1 L oz oy, ay‘, by,,

gy om0
M4 oY, 0Ty 4 ox; byv
ma e
3 oY, 0%; 0
3 .?/p, - _ﬂu =35,
‘0w oy, oY, B
per cui
3 & 3 . bxk byp‘ 3 bxk byp bxk
. a; = —_— = — =8, .
?t Ay, O %P-V Bp,v 2, oz, ?p. by axh o, hk

Sono queste condizioni caratteristiche [An. Mat. N.! 28; 24, 1°; 26] perché
a** gieno gli elementi reciproci di a; nel determinante a, e v.d.
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Sé, in-particolare, riferendoci al N. 1 si fa x; =y;, dalle (1)
del N. 1 scende
Syn _
3?/,'

Uip »
e per queste le (3) divengono, tenendo conto di (2) del N. 1,

3
a* = ?v Qyi Ay == dik .

Dunque, quando si tratta di coordinate cartesiane, anche le a'k,
come gia_.le ay [N. 32, (4)], coincidono colle componenti 8; del ten-
sore fondamentale A,

Definiremo le sei quantita a® e= o™, componenti contravarianti
del tensore fondamentale A,

Dunque in coordinate generali il tensore fondamentale A pud
rappresentarsi o mediante le componenti covarianti ay, oppure me-
diante le componenli contravarianti a™*: in coordinate cartesiane
a* = @y = dn, e si ha un’unica rappresentazione.

34. - Gradiente di uno scalare in coordinate gemerali. — Sia
f(@1, ¥2) ¥) una funzione, o tensore di ordine zero [N. 7], dei punti
dello spazio, quando questi sono riferiti a un sistema ocartesiano.
Quando si passa a coordinate generali, basta esprimere la f per
le a;, colla eliminazione delle y;, per mezzo delle (1) del N. 30.

Consideriamo ora il vettore :

1) v == grad f,
le cui componenti cartesiane sono [N. 16]:
of
) =

Se si considera la funzione f dipendente dalle x per mezzo delle
y, 8i ha

Of _g Of o
6‘wk - 1t 83/, 8ack’

ovvero, ponendo

® Xy =L,
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e tenendo conto di (2), si ottiene: . ;

) Xk_-Z Y, ¥
. . a k

Se, riferendoci al N.1, facciamo = y; si hanno le (1) del

N. 1 e quindi

la (4) in tal caso diviene

Xk‘:%i}r’iaik)v
1

ciod viene a concidere con (1) del N. 2; essa esprime che X; sono
le componentl del vettore v rispetto al sistema di coordinate-(carte-
siane) X, = Yx-

Se le a; non sono coordinate cartesiane le X; definite da (4)
sono in corrispondenza univoca colle componenti cartesiane Y; del
vettore v (anzi — vedremo tra poco — biunivoca) e quindi servono
a individuare il vettore stesso in coordinate generali. Le X si de-
nominano componenti covarianti del vettore v; come si & rilevato
esse coincidono .colle componenti cartesiane se xx sono coordinate,
anziché generali, cartesiane.

Se si risolvono (4) rispetto a Y; si ottiene

¢9mk .
8yi

@) Yi=35%

Infatti, moltiplicandd (4) per z—g’j" e sommando rispetto a k, si ricava
Yi

oxy 3 oy, 0xy 3 3 04 0Ty _ oY

EX E Y, =2 2=3,73,* Y, ’—EYS__

k ”Dy, ik £i D-l'k bl/j ‘z i 0 b-l'k by, 1, 1'0_(/ Y

cambiando, nel risultato finale, j in ¢ si ha (4'), c. v.d.

A (&) del resto si pud giungere anche direttamente, partendo da (2), osser-
vando che, ritenendo f dipendente dalle y per mezzo delle a, si ha

o % Af dxy
b.’/t i ka byt

da cui, per (2) e (8), 8i ha senz’ altro (4)).
Da (4) e (4') risulta I’ annunciata corrispondenza biunivoca tra

le componenti cartesiane ¥; del vettore v e le sue componenti co-
varianti Xj.
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35. - Componenti covarianti di un vettore. — Le relazioni (4) e
(4)) del numero precedente, e che qui riportiamo :

{
x,— 3 v, 2%,
1 (9.’2;;
(1) o
Y, = 2,, X, y"

che legano le componenti cartesiane Y; del vettore v alle compo-
nenti covarianti X, in coordinate generali furono stabilite nell’ipo-
tesi che v sia il gradiente di una funzione f. Poich®: a) in esse
noun vi & alcuna traccia della fanzione f, ciod sono indipendenti
da f; b) nel caso in cui ) sono, anzich® generali, coordinate carte-
siane, avendosi [N. 1]

3y - Oy, _
oy, oy

a‘ik"

le (1) vengono a coincidere colle relazioni [N. 2, (1) e (1)] che legano
le componenti cartesiane del vettore v rispetto ai due riferimenti;
si & indotti ad assumere X; come componenti covarianti del vettore v
col riferimento alle coordinate generali. Le (1) stesse sono le for-
mule che permettono il passaggio dalle componenti cartesiane alle
covarianti e viceversa, una volta note le relazioni tra le y e le 2.

36. - Spostamento infinitesimo. — Si consideri il vettore
dP = P' — P,

essendo P un punto, comunque prescelto, di coordinate cartesiane
y; e P’ un altro punto, infinitamente prossimo a P, di coordinate
yi + dy;. Tale vettore rappresenta uno spostamento infinitesimo o il
suo modulo & 1’ elemento lmeare il cui quadrato, ds? si & conside-
rato al N. 32. ‘

Le componenti cartesmne di dP sono dy;.

Passiamo ora alle coordinate -generali: dette a4 le coordinate
generali del punto P, quelle del punto P’ saranno x, + day, essendo:

3, Oy
41 ay.- dyc-

@)

CisorTt — Caleolo Tensorials 4
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Se ay fossero coordinate oartesiane, si avrebbe [N. 1}

&wk o
dy: ™

e le (1) sarebbero le relazioni che legano tra loro le componenti di
uno stesso vettore rispetto a due differenti riferimenti cartesiani
[N. 2, (1))

In coordinate generali, le dxy continuano, per mezzo di (1) a
individuare il vettore dP e si chiamano componenti contravarianti
del vettore dP. '

Poiché si ha anche

. 3, Oy .
@) dyi = Zx 5 - A%;
queste relazioni non sono che le (1) risolute rispetio alle componenti
cartesiane di dP.

La risoluzione formale si pud ottenere moltiplicando (1) per (;% ¢ gsommando
3
poi rispetto a %; si ottiene:

3 oY 3 ibl/i - 3 3 dy; X 2
S gy, =3, YL TR q, =3, dy, S, 22Tk P gy —dy,,
T oy T Y S oy, VT SR o by T 1y T i
la quale coincide colla (2), c. v. d.
37. - Componenti contravarianti di un vettore. — Se in (1) e in

(2) del numero precedente si pone
dey = X* e dyi=1Y}

8i ottengono le relazioni :

\xr— %, i 0o
1 ay,-
)
yi o 3, e 0%
ih 3%;; )

Se x; sono coordinate cartesiane, si & ripetutamente visto [N. 1]
che, essendo
&l}h' ay;

== = Qg ,

¢9y.' ' awk
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.

le ¢1) vengono a coincidere con (1) e.(1’) del N.2 ciod esprlmono
essere X* e Yi le componenti di un medesimo vettore rispetto ai
due differenti sistemi cartesiani di riferimento.

Se xy sono coordinate generali, e non pit c.ntesxane le X*, de-
finite da (1) si diranno, con referenza alle coordinate ay, le compo-
nenti contravarianti del vettore le cui componenti cartesiane sono Y,

38. - Relazwm tra componenti covarianti e componentl contrava-

_ rianti di uno stesso vettore. — Le (1) del N. 35 esprimono le rela-

‘zioni tra componenti covarianti e componenti cartesiane di uno stesso

vettore v; le (1) del N. 37 le relazioni tra le componentl contrava-
rianti e le componenti cartesiane. Notando che

) Y, = Y,

facilmente si ottengono le seguenti relazioni tra componenti cova-
rianti e componenti contravarianti dello stesso vettore v:
3
Xy = 2 ap X4,
i
) ;
Xt == Ek a'k Xk.
. i

Infatti, eliminando nella prima di (1) del N. 35 le Y; per mezzo di (1) e di
seconda di (1) del N. 87, si ottiene, tenendo presente (1) del N. 88,

3 . . 3 3
Xk_—_z“Xz%‘l'/izz Xlz Wi Yy

3
=%, a,; X!
dT; 0Tx 1 Yo, omy, 4r MY

che ¢ la prima di (2).
Per dimostrare la seconda di (2), si elimina ¥ per mezzo di (1) e della
gseconda di (1) del N. 85; tenendo presente (3) del N. 88 si ha:

3 Xy DX 3 3 o ox 3 ‘
Xk=3 X, 2T _ 3 x 3 i R
it A1 2 Vs w2 P ——byt E{z ay X,
che & la seconda di (2), ‘ ) i v c. v. d.

Se, in particolare «xy sono coordinate cartesiane, avendosi [N. 33}

iy, = a* = dg,
le (2) si riducono a "
Xh = Xk;

ciod le componenti covarianti e le- componenti contravarianti coin-
cidono entrambe colle cartesiane,
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39. - Componenti covarianti e componenti contravarianti del pro-
dotto tensoriale di due vettori. — Sieno ¥ e ¥ due vettori, ¥; e Y;
i 2 i 2

le corrispondenti componenti cartesiane; ponendo :
(1) Y;.rk = l)-ri ¢ 2Yh )

risulta definito, mediante le sue componenti cartesiane Y;, un ten-
sore doppio Z che si & chiamato [N. 3] prodotfo ftensoriale dei due
vettori ¥V e V.

i 2 .
Passando dalle coordinate cartesiane a un sistema di coordinate

.generali diciamo X; le componenti covarianti di ¥ [N. 35] e X, quelle
1 1 2

del vettore ¥; ponendo:
2
@ Xp =X Xi,

si hanno le relazioni seguenti :

_3 y. 9 Oy

X]h ?zk Yah &wj awh

©) 3 ox; Ox
3, % 5

Yo S X 30 5

Infatti, applicando alle componenti covarianti dei vettori ¥ ¢ ¥ le prime
i 2

di (1) del N. 85, si hanno le relazioni

3 b/J
j—zi Yi oy Xn—ankbyk

1 ox;’ 7]

da queste, moltiplicando membro a membro, si ottiene:

Yy OYx

3
‘Xj'§h=§ik 1Yi' Y D.’I‘j brh’

la quale, per (1) e (2), coincide colla prima di (3).
In modo analogo si dimostra la seconda di (3).

Se dei vettori ¥ e ¥ si introducono le componenti contrava-

1 2
rianti X7 e X" [N. 37], ponendo:
1 2

(4) X" - X XP,
E)
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si hanno le seguenti relazioni:

. i 3 dx; Oxy
. P ’ Yir 22 J
X ? * &yi ¢9yk

© Oy Oy
ih (1
e 2"' X R

essendo

(6) _ Yit == Yi. Y
. i 2

dove si sono ora indicati con Y¢ le componenti cartesiane di ¥ e
1 1

con Y* quelle del vettore ¥. Naturalmente
2 2

(7) ’ Yt Y Yk == Yk y
2 2

i
per cui da (1) e (6) scende
@®) Yk = Y.
A giustificazione di (5), applichiamo alle componenti contravarianti dei vet-
tori 1‘7 e 17 le prime di (1) del N.87; si ottengono le relazioni

3 .
xi=3, v+ 2% Xh—z yr 0%n
1 100 Y 12 byn

moltiplicando membro a membro si ha

ox; ox
Xd Xh =3, vi. yx 2% 0
2 P2 0y, oWk

2

la quale, per (4) e (6), coincide colla prima di (5).
In modo analogo si dimostra la seconda di (b).

Se, in particolare, x; sono coordinate cartesiane, avendosi [N. 1]

Oyi __ Ow;
¢9.’L‘j 6y,-

le (3) divengono:
‘ th == Zik ik O45 Ogp

9) 5
? Yin = %jh Xijn aij Ogny
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queste rientrano nelle (3) e (3) del N. 5 ed esprimono le relazioni
che legano le componenti cartesiane di uno stesso tensore doppio
riferito a due differenti terne. E percid, ripristinando a a; il signi-
ficato di coordinate generali, che Xj, legate al Yj dalle (3) si deno-
minano le componenti covarianti del tensore doppio Z, prodotto ten-

soriale dei vettori ¥ e ¥, le cui componenti cartesiane sono Yj.
1 2

Se ora ci si riferisce alle (5), si vede tosto, tenendo conto di
(7) e (8), che se ay sono coordinate cartesiane, si ha '

(10) Xih = Xip . )

Se le wx sono coordinate generali, le X7 si chiamano le compo-

nenti contravarianti del tensore doppio Z, le cui componenti carte-
siane sono Y& —= V.

Le formule (3) esprimono le relazioni che intendono tra le com-
ponenti covarianti di Z e le componenti cartesiane, le formule (5)
danno le relazioni tra le componenti contravarianti di Z e le com-
ponenti cartesiane.

Quali sono le relazioni tra componenti covarianti e componenti
contravarianti ? '

Sono le seguenti:

g Xjn= i‘k g g, X%,
(11) ’ :

. 3 v
' Xtk == Ejh av ath th .
1

Infatti, nelia prima di (8) eliminando ¥, per mezzo di (8) e della seconda
di (b), si ottiene: ‘

: Y OYx OYs OYx
X, =2 Xpq 272 ZIR I8 TR
I T IRPTT T dx, 0x, 0% 0%y

1

Xr1S, f
Pa Loy 0wy, 1 Dy, 0Ty

e per (1) del N. 33,
3
Xin= Zpq @jp Ong X%

che & la prima di (1i).

Per dimostrare la seconda di (11) si pud, seguendo un cammino analogo
[Cfr. N. 88] partire dalla prima di (5) ed eliminare Y%, per mezzo di (8) e deila
seconda di (3) e tenere infine presente (3) del N.33. Ma si pud auche dedurre
la seconda di (11) dalla prima nel seguente modo. Moltiplichiamo la prima di (11)
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per a/? a*? e sommiamo rispetto a j e h; si ottiéne:
3 3 3 3
zj'n al? ah? th = Zik Xk Ej a,;j a’? zn Ayp, a'W; ’
1 1 1 1
ma é [N. 83]:

3 3
?j ay al? =8y, ?n @y, AN = By,

per cui

3 3
Zjn al? ah? Xy = ?ik X8y, by = X9, c.v. d.

Nel caso particolare in cui x; sono coordinate cartesiane, si

ha [N. 33]
ai; = a¥ = §;,
ed allora le (11) si riducono a
X = X*,

ciod le componenti covarianti del tensore Z coincidono colle com-
pohenti contravarianti. Ma se «; sono effettivamente coordinate ge-
perali, cio® non cartesiane, le componenti covarianti sono distinte
da quelle contravarianti, e si passa dalle une alle altre per mezzo
delle relazioni (11).

40. - Componenti, covarianti e contravarianti, di un tensore qua-
lunque. — Le relazioni (3) del numero precedente, tra componenti
covarianti e componenti cartesiane del tensore doppio Z, e le rela-
zioni (§) tra componenti cartesiane e componenti contravarianti,
nonchd le (11), che legano componenti covarianti alle componenti
contravarianti, sono state ricavate nell’ ipotesi che il tensore doppio Z

sia il prodotto tensoriale di due vettori ¥ e V.
Qe -

1
Si rilevi che nelle citate relazioni (8), (5) e (11) non vi & alcuna

traccia di componenti, di qualsiasi specie, dei predetti vettori ¥V e ¥V
i 2
e si rammenti che, come si & rilevato, in coordinate cartesiame le

componenti covarianti coincidono colle contravarianti [N. 39, (10)]
e le citate relazioni (3) e (D) vengono a coincidere colle (9) che sono
relazioni che legano le componenti cartesiane di uno stesso tensore
doppio, qualunque esso sia, riferito a due differenti terne.

Cid premesso siamo indotti a ritenere che (3), (5) e (11) conti-
nwino o valere per qualunque tensore doppio. Le (3) e (D) servono
dunque a definire le componenti covarianti e le componenti contra-
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varianti di un tensore doppio qualsiasi e le (11) esprimono il legame
tra le due differenti specie di componenti, le quali si confondono
in una sola soltanto quando si tratta di coordinate cartesiane.

Le cose dette per tensori doppi si possono facilmente estendere
a tensori mi* qualunque.

Sieno Yi,.,.x, = Y™---*mle componenti cartesiane di un tensore
mPe T [N. 7); se @y sono coordinate generali, si chiamano con rife-
rimento a queste, componenti covarianti del tensore T le 3™ funzioni
di ax seguenti :

o3 é 8
(1) Xii...im=§k1.-.hm Yki...km gz_:.'.%;

si chiamano componenti contravarianti dello stesso tensore 7' le 3™
funzioni di ay:

3 e )
@ Xiveoim o= By Yheobm OF4 | O%im
1 OYr, OYkm
Se T ¢ il prodotto tensoriale di m vettori [N. 5] ¥... ¥, chiamando Y, le
. i m i
componenti cartesiane di 7,...; ¥, . le componenti cartesiane di ¥, risultano
1 m m
[N. 5, (1)]
) Yk,...km=¥k""'7{km

le componenti cartesiane di 7. Introducendo le componenti covarianti X
1

X; dei vettori ¥,...., ¥, si hanno le relazioni [N. 85, (1)]:
m m ) 1 m

3 OYx, 3 Y,
}fi‘ E‘k‘ ?’H —bivi‘ 9 vee iy ‘,’fimz %hm R o, ’
m

moltiplicando membro a membro, dopo di aver posto:

() iy = Xy X
e tenuto conto di () si ottiene senz’altro (1).
Se si introducono le componenti contravarianti Xi‘ del vettore V . Xim
m

del vettore ¥ si hanno le relazioni [N. 87, ( )]

m

x4 = %h YH 04, cene, Ximo— ék m bwim;

1 ot oy, " m t™m 0¥,

8i moltiplichino membro a membro, dopo di aver posto:

() xXhoctm = x4, x'm,

i mn
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e tenendo conto, che é Y"‘ Y, s teey yim — Y,m, e per (*)
m

SR TS T LTI o)

m
8i ottiene (2).

Si osservi, come gia per m = 2, che (1) e (2), dedotte conmderando T come
prodotto tensoriale di 7 vettori, non conservano traccie di componenti di questi
vettori e quindi resta giustificato il loro impiego a tensori mprli qualunque.

Se le xy sono coordinate cartesiane, avendosi [N. 1]

ayh —_ am‘i = O ¢ ) 3.1/hm — aw"m — Ok &
Oy, Oy, T Aoy, Ok, MM

le (1) e (2) vengono a ocoincidere colla seguente :

o, 3
X iy = X“"“m=2;‘h1...km Yu ..k Ok

akm tm »

che non & altro che la (3') del N. 5; ciod le X; . ;, = X% - -‘m sono
le componenti rispetto alla terna, ora cartesiana, (x) del tensore T,
le cui componenti rispetto alla terna (y;) sono

@ V... k= Yoo Hom,

E norma costante di rappresentare le componenti covarianti di
un tensore, cogli indici in basso a destra e le componenti contra-
varianti cogli indici in alto a destra; solamente nel caso di compo-
nenti cartesiane & indifferente adoperare 1’una oppure 1’altra collo-
cazione, come mostra (3).

Le relazioni (1) e (2) si possono risolvere rispetto alle compo-
nenti cartesiane di 7'; si ottiene:

Yo, .km vevim Xiy. i z;: e j;:m_,
(4) 1 m

Behm D Yieeuim OYm . OYkm
R Rk =il b

-~ Mw
o

. . . . e 0%y, o,
Per dimostrare la prima di queste, si moltiplichi (1) per —* ... n

/ pr‘ by"m
8i sommi rispetto a ¢, ... ¢,,; 8i ottiene: .

3 0%;, or; 3 3 O0Yx, O%
. R Y, 1 1...
?o, TR PO W, W, SRy By Ry Ry Sy 3%:, p,
3 OUr, 0%, $ 0Yn, Y, Y
tm 3w, Wy, Sy gy TRy Ry W, _by,, = Lpi.op,
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In modo analogo si dimostra la seconda di (4), moltiplicando (2), per
oY, O¥r,,
Dxi‘ bxim

e sommando rispetto a 4, ...7,,.

Eliminando tra le (4) le componenti cartesiane per mezzo di (3)
si ottengono le relazioni seguenti:

& x. , O i, _ 3 yi...ip OYn Ykm
(5) izq...im Xu...zm aqu aykm _"?h--.sz‘ m,é)—wii aw‘m ,

che legano tra loro le componenti covarianti e le componenti con-

. travarianti dello stesso tensore 7.
Da (b) si ricavano le seguenti relazioni:

(6)

im -
1) )
Per dedurre la prima di queste si moltiplichi (5) per ny OYkm e si
0%y 0Ly,
sommi rispetto a k... %k, ; si ottiene:
% 3 bwi‘ byki .3 bwim bykm .
Vit Ty i lkg by,,‘ bx”l ‘Rm bykm awpm
= % Xi‘...imik byki hyki sk . bykm bykm;
gt O om0y, 1m QX Oy,
ma &
o 0m, dwk, 0%y, a 0%y, W,
‘ki Dyki Oxpi - bypi = Oiypyr - ‘km Dykm D'Tpm — Vi Py

per cui, tenendo presente (1) del N. 33, si ottiene

iy,
@iy vy iy P ’

Xpt"'pm=

- Mo

TR 77

che é appunto la prima di (6).
In modo analogo si dimostra la seconda di (6). Basta moltiplicare (5) per
Oxpl bx”m

“ve

—1L , indi somnmare rispetto a k,...k,, tenendo presente (8) del N.33.
OYr,  OUn,, ,
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8i rilevi ancor qui [N. 39] che se, in particolare, xx sono coor-
dinate cartesiane si ha [N. 33]:

@y = a =3,
e allora (6) si riducono a
Xiyooigg = X4 otm,

cio® le componenti covarianti del tensore 7T coincidono colle com-
ponenti contravarianti.

41. ~ Componenti, covarianti e contravarianti, del tensore E. — In-
dichiamo ora con &, le componenti cartesiane del tensore E [N. 9];
le sue componenti covarianti sono:

g, =0, se gli indici ¢, §, & non sono tutti distinti,

(1) ' gy = (— 1) Va, essendo ¢ la classe della sostituzione (i 12 I;)

Basta applicare al tensore E la (1) del N. 40; si ottiene:

-3 e p Yy,

8.
ijk el Epgr dx; bw bxk

da questa, tenendo presente che a g,,, sono applicabili le (1) del N. 9, si deduce:

0Yp 0Yq 0¥

. - —1yW%r r

( ) €k Spqr ( ) Dwi bwj bwk’

rappresentando S,,, la sommatoria estesa a tutte le 3! =6 permutazioni degli

indici p, q, » e y essendo la classe della sostituzione (Zl) g )3) Si consideri

ora il determinante funzionale [N. 83, (2)]

H Wi
bwk

e si rilavi: 1° se ¢, j, & sono distinti, il secondo membro di (*) non & altro

[An. Mat. N. 15] che (— 1) v'a 3 2° se 4, j, k& non sono tutti distinti, il secondo
membro & lo sviluppo di un determinante in cui almeno due linee paraliele
sono eguali e quindi [An. Mat. N. 17, 7°] nullo; dunque le (1), c. v. d.
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Per le componenti contravarianti di E si ha:

s g* = 0, se gli indici non sono tutti distinti,

(2) & ) eiun= _(____1)_c

—, 8e ¢ & la classe della sostituzione (z J k)
o

123).

8i pud seguire un procedimento analoge a quello fatto per dimostrare (1),
applicando al tensore E la (2) del N.40. Preferiamo, anche a titolo di esercita-
zione, dedurre le componenti contravarianti di & dalle covarianti (1) applicando
la seconda di (6) del N. 40.

Si ottiene:

3
ik — 1 kr .
glik = ‘Emr atf ail ah” gy, ;

per (1), chiamando ancora y la classe della sostituzione ({) g :), 8i ha:

&% = \/a Spq, (— 1)Y ai? alt atr,
Ora é |An. Mat. N.1 15; 16 e 17, 7°] e tenendo presente [N. 83] che || at* || = -‘1;

0 — se ¢, J, k non sono tutti distinti,

Sper = ¥ etk = (=1

a b

{
percid sostituendo nella precedente, si deduce (2), c. v. d.

42. - Somma e prodotto di tensori in coordinate generali. — Sieno
i © Yh =~ le componenti cartesiane di due tensori mP! T e

Y.
17 si & deflmto somma dei due tensori [N. LO] il tensore mPe T le

cui componenti cartesiane sono:

(1) Ys‘....rm=1¢,...im+ ?ﬁ@m

Se, riferendoci a coordinate generali xy, si introducono le com-
ponenti covarianti di T, T’ e T: '
1 2

X’ﬁ...im; Xi1...im, Xu.

i s
1 2

si ha:

@ Xy iy = 1&...€m+)§i1...im-
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Infatti, applicando (1) del N. 40, si ha:

3 OYx dYx,
Xil'-‘i =2k‘...k Yk‘.,,k —t . m,
1 m 1 m m 0%y, EY

3 oY oYy
Xi,...i =2,.t’__.,,t Yk‘”_k —t...
2 m 1 m g m ATy, o

sommando membro a membro, tenendo presente (1), si ottiene:

3 Yx, Y,
‘...im+{fi,...¢=fki...km 1Yn, Ry . S

X;
1 bw,‘ bw,,m

la quale, per la citata (1) del N. 40, mostra che X, iy + X4, sono le com-
1 2

ponenti covarianti del tensore somma T, e. v. d.

Se si introducono le componenti contravarianti

Xitvim, Xbooim Xt im |
b

1

dei tensori T, T e T si ha:
1 2

3) Xt vim com X0a--im 4 X im,
i 2

La constatazione si fa in modo analogo al precedente per dimostrare (2),
applicando (2) del N. 40.

Dunque le componenti covarianti (o conlravarianti) del tensore
somma sono le somme delle componenti covarianti (o contravarianti)
corrispondenti dei tensori addendi.

Sieno ora Y,-,___ip le componenti cartesiane di un tensore p' 7T

i 1

e Yy...x, quelle di un secondo tensore gr'® 7T'; tensore prodotto dei
2 2

due nell’ordine indicato si & definito [N. 11] un terzo tensore (p + q)**°
T le cui componenti cartesiane sono:

4) Kli...iph...kq——— ‘Yii...i,,'fm...nq.
Riferiamoci a coordinate generali e indichiamo con
{Q‘...t,,, )fm...kq, Xy iphy.. .1y

le componenti covarianti di T, T e T'; si ha:
. i 2

(5) Xiiphing = Xy ..ip* Xny. o kg
i 2
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Infatti, per (1) del N. 40, si ricava:

3 oY; oY,
X =zj,...j in...j —“—jpy
11 P 1 ? P bm’li bwip

3 Wn Yn
Xpy kg = Znyng Yngoongsg
gt q [} g 9 quk‘ awkq

moltiplicando membro a membio, per la (4}, si ottiene :

% byjp%...%

R - 2, Fvoe

3
X, . X, = 3. Y. .
111...11, 2k‘...kq 1‘7‘...jph1...h,q J‘.,.j\phi...hq ‘)wii Q%5

q

P
covarianti del tensore prodotto T, c. v. d.

"'Questa, per (1) del N. 40, esprime che X iy Xk‘._'kq sono le componenti
1 2

Se ci riferiamo alle componenti contravarianti dei tensori 7T,
. i
TelT:
2
Xi-vip, Xhe-hp e Xi,...e',,ki...kq’
4 2

si ha:

(6) Xo---tphii kg = Xiaeoip, Xhioo-kg,
1 2
Lo si dimostra in modo analogo che per (5), applicando (2) del N. 40.

43. - Composizione dei tensori in coordinate generali. — Sieno
Kji._'ivj‘_“jp le componenti cartesiane di un tensore (v+ppe Te
1 - . E

Yi‘-"iv Bk quelle di un secondo tensore (v + @) T'; colle posi-
2 q L
zioni:

)X S .Y Y,

(1) el ety = Ziedy Yoy geg, s i nng

rimangono definite le componenti cartesiane di un tensore (p - @)

T che si & definito [N. 13] composto dei due tensori 7' e T mediante
E} 2

saturazione degli indiei 4, ... 4,.
Riferendoci a coordinate generali introduciamo [N. 40] le com-
ponenti covarianti dei tensori T, T' e T':
i 2

X : X X
4‘h1...kvl‘...lpy 2ki...k‘,mi..uqu l‘...l,pm...m
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Si hanno le seguenti espressioni per le eomponenﬁ del tensore 7':
' 3
(2) Xl‘...lpm...m =§k...k

by hy O abvhy.

'Xk Ryl ...l 'Xh...hm...mq.

TRy Ryl by my
Infatti, applicando (1) del N. 40 si ha:

3
X =32,
Iy-nlpmy...mg 1.7,...11, Ry...hg Zdg.c.dphy.. he S D-’X«'l‘ aw’p ()wm‘ bxmq

sostituendo nel secondo membro a in...jp Ry ng la (1) si ha:
x > Y
Woocdpmye mg = Pigdydyedphyong Yoay a0,

) & . by" byjl’ Yn, - bth
2 iy hg” b.’L‘L‘ bw,p bwml bwmq .

Ma & [N. 40, (4)]

x Ly, 0y, T, %,
Lo Py S8y MLy 88y, Yy, Wiy 0y, ayjp )

3
Yy deody =2

y % x oy, bwtv A%y, bmuq
2:‘.. zvh‘...hq"‘ iti...tv Uy Uy 2ti...t,,u‘...uq byii b!/iv by,,‘ . bth

per cui, sostituendo e ordinando opportunamente le sommatorie si ottiene :

X, - X .
TyeesTySg-a. 3y 1"1""'\031"'31) 2t1...tv Uy Ug
tpooily uy .. uq

3 bwsi.byj‘ 3 bwsp ()y,p 3 0y, Yn, za: bmuq bth

. 1‘1‘1 ayji bwli . Jp b?/j Bxlp ‘hi byhi bwm‘ 1 hq byh bwmq

3 0%y Wy a0y, Oy,

oo

T oy, Wy, Wi, TN s, W

ui mi [
per cui, tenendo presente (3) del N. 83, si ottiene:

3 yt L
— ail...g'vh .
Xli...lqmi...mq %r{..,r‘, Loty a er..ryl,,..lp Xti...tymi...mw
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Se si introducono le componenti contravarianti. dei tensori T,
. 1
T, T:
2

in...kyl‘...lp’ Xkl....kvm‘...mp, Xli...lpml...mq’
1 2

si- hanno le seguenti espressioni per le componenti contravarianti
di 7T': ' ‘

3
(3) Xh...lpml...mq =2h1...kyh|-~-hvak1h1. .. akvthki...ky hooodp Xhl.‘.hymi...vnq_
) 1 1 2

. La dimostrazione formale di queste relazioni si puo fare sulle traccie di
quella gia indicata per (2), applicando (2) del N. 40 e tenendo presente (1) del
N. 38. '

Nel caso particolare in cui x; sono coordinate cartesiane, aven-
dosi [N. 33] an = a™ = 84 la (2) e la (3) vanno entrambe a coinci-
dere con (1).

Se a; non sono coordinate cartesiane, ma generali, (2) defini-
scono le componenti covarianti e (3) quelle contravarianti del ten-
sore composto 7' mediante le corrispondenti componenti covarianti

e contravarianti dei tensori componenti 7' e 7.
1 2

44. - Componenti miste di un tensore. — Sieno X; . . i »...x, le
componenti covarianti di un tensore (p 4 @) T e si consideri la
potenza q™* del tensore fondamentale A [N. 12], & un tensore (2g)° le
cui componenti contravarianti sono [N. 41 e 33]

airk....qlqkq,

Poniamo

3 . .
(1) X-—”.i_jl.“jq=?k‘.ukqajiki'... a,quq Xi1

Youily "'iph1"'kq'

Se xx sono coordinate cartesiane, avendosi [N. 33] a® == 35, da
(1) scendono
X—-....—ji...jq =X
iy dp

11"'11; ji"'jq )

e siccome in tal caso i secondi membri sono le componenti carte-
siane del tensore 7', cosi lo stesso significato hanno i primi membri.
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Dunque X;---fpii---ia, che in coordinate cartesiane sono compo-

nenti di 7, in coordinate generali si chiamano componenti miste del
tensore T e precisamente covarianti rispetto agli indici in basso e
contravarianti rigpetto agl’ indici in alto.

Se del tensore T si considerano le componenti contravarianti
X#--pk---k¢ . conviene allora prendere le componenti covarianti

770 TR ®jq xq

della potenza q™* del tensore fondamentale A [N.i 12, 33 e 42] e com-
porre i due tensori mediante saturazione degli indici k,...k,; si
ottengono le componenti miste di 7

, . 3 s .
foeuly R . ey f...0p k1., kg
(2) X........,n...m-%k,...kq amki‘ ajqkq X ’

contravarianti rispetto a ¢,...4, e covarianti rispetto a j,.. Joo

Va rilevato che per ottenere delle componenti miste del tensore
T basta comporre mediante le componenti covarianti di 7’ e le con-
travarianti di potenze di A che abbiano un qualsivoglia numero di in-
dici comuni, anche non consecutivi, e sommare rispetto agli indici.
comuni. Conviene nell’indicazione lasciare, in alto, in bianco il posto
degli indici che in basso non vengono sostituiti degli indici in alto
di contravarianza. Analogamente dicasi se la composizione avviene
per mezzo di componenti contravarianti di 7' e le covarianti di qua-
lunque potenza di A.

EseEMPIO. - Le componenti miste di un tensore doppio 7' sono:

®) X790 == En a™ X, ,
. .
(4) Xj—i = ;:‘k a’ Xhi :
Oppure
3
X!, = %,{ a, X™,
)

3
—1 ki
X7 =3, a, X"

Se il tensore 7' & simmetrico, essendo [N- 7] X,, = X,, & pure
X;?=Xi,; se & emisimmetrico avendosi X,, + X,, = 0 & pure
X779+ X7, =0.

CisorT1 — Caleolo Tensorials 5
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"Nel caso particolare del tensore fondamentale 7= A si ha
[N 8 e33]:

3
—F _—— & — 13 —
=98, = 2“.,t o™ a, =39,

dunque le componenti miste del tensore fondamentale A coincidono
colle componenti cartesiane.

45, - Derivazione dei vettori. — Sieno Y; le componenti carte-
siaﬁe di un vettore, o tensore semplice ¥V ; si & definito [N. 16] ten-
sore derivato di ¥ il tensore doppio ¥’ le cui componenti carte-
siane sono |

3Y;
&yk )

(1) L Y=

Immaginiamo ora di riferire il vettore ¥ a coordinate generali
&y e swno Xy le sue componenti covarianti.
Ci proponiamo di determinare le componenti covarlantl del ten-
sore derivato V.
~ Esse sono, definite nel modo seguente :

. H PR &Xt 3 i Ry
o s
essendo
- PR 3, o Oy Oy
© - | g J ;_ "™ 841 0Ym Ox; Oy

Infatti, applicando la prima di (8) del N. 39, si ha, per (1):

. _ 3 o 0Wn _ 3 Y, 045 dyn
() Xilk e Eijh, Yalh Dwi dxy E] Dyn dx; bxk

ma, per la seconda di (1) del N. 35,

bwz
Y, = 2 X
[ A 3Y;
e, derivando,
ij 3 bX; bwz 3 ang
—J = 2 X H
Y wn oy 1N dysoun

d’alfra parte, considerando X, dipendente da y, per mezzo delle x,; si ha:

oXi _ 3 0% owa

Wn 1" %y Wn’
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per cui, sostituendo nella precedente,

ij 3 sz bxm le 3 bi”z
—2 E X, ———;
oYn ™ 3 Yn oy oun’

portiamo infine questa in (*); si ottiene:

2 X, 0%y 0%y O 2
Xin = Zjnim L 0%m %1 Vs Hn 4 2-,, X

67

%y Yy Wn _

%y OYn OY; 0%y dXy ~ 1 0Y; dYn 0T, oay,

3 bX;§ 0%y 0Yj % 0T OVn +§ 3 %y dYy dn

ma per essere:

0wy oYj =35 % OZm OYn —
) oy owy " " oyn ox

e tenendo presente (8), si ottiene in definitiva:

X, ik
Xuk—g‘m—”%z . ;Xz,

X, X, =
LM 3%y 10 DYy 0my 1" DYn O®m | 4 " By oyn 0wy oy

c. v. d.

I simboli (3), manifestamente simmetrici rispet'to alla coppia di

indici in dlto,

zi;'k§= ;ka

gono noti col nome di simboli di Christoffel di 2° specie. Essi sono
nulli se x; sono coordinate cartesiane, perché in tal caso le rela-
zioni tra y; e oy sono lineari [N.1] e in conseguenza sono nulle
tutte 'le derivate seconde. Si ritrovano allora in (2) le espressioni
cartesiane delle componenti del tensore derivato del vettore ¥ [N. 16].

Si pud attribuire ai detti simboli di CHRISTOFFEL anche la forma

seguente :

ik 3, &% ox;
®) =%
J ! 9; Oy By,
Infatti, dalle identitd :
3 oy, ow;
%z —D—' 'y—' 5lm ’

derivando rispetto a w, si ottiene:

3 Oy o § W D (_bﬁt_)=

1t 0% 0% OYim 2, 3n \OYm
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© per essere

'b___<bwi) 3, D
= ap

3%y \OYm OYm 0Yn, Oy’
S %y om — }3: dx, oY Y,
% 0Tk WY ™ 3y OUn 97; oy’

moltiplicando per —2 b;/"‘ e sommando rlspetto a m, si ottiene
.7

2w 3 0%y W _ __23: '@y Y1 n Wm
b 0wy 0y T OYm 0% "™ Ym0, 0%; Oy OF; '
cioé per essere
0@y W _
bym b-’D., 15
% _ 5, O Wy Wn Wm,
oL Oy, L Y O, OF; DTy 0T

oLy e sommando rispetto a ! e tenendo presente (3),

infine, moltiplicando per —~
Y.

3 2%, hw,. — _% ¥, 0Yn {)Q/_m % ()wr Wi _
Dw‘, 0%y, ayl ‘ihm OYm OUn 0%y ()-%'j 1 byl Q%
=_§ 2z, aynaum_{k i
™ OYm DYr, 0%y DX r ¥, ¢. v. d.

Si chiamano simboli di Christoffel di prima specie i seguenti:

@ : [i zk] - jzj o 3ij~kf;

i quali si possono esprimere anche nel modo seguente:

.

=™ ox:dxwr Oxi

o [ndEz-l)

Infatti, per la (1) del N. 83 si ha:

mentre la (3) da

(= 3, Dtnom,
J {
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89
per queste da (4) si ricava:
[i h] §  TUm W, W, 3
T U™ omow, oxp 0w Oy,

. 2

=%y o W 3 W 2
L™ o,y omy 17 0%; Y

~3 Wy Y

T oxoxy oy’ c.v. d

Da (5) si ricava la segnente formula notevole:
oty t 1 k1
©) ~ = + |
ox; k i .
Infatti, avendosi [(1) del N. 88]
3 oY, 0V,
w =3, =",
b = 1 3w, oz
derivando si ottiene, tenendo presente (5),
g, M Oy P o[ L[]
0Xy 1Y 0%, 0% 0%y, 1Y 0%y 0% OX; c. v. d.

Da (6) si ricava I’altra formula notevole:

(7) [i lk] _ _1_ (aau + oay _ «9a,-;,)

2 Oxy, aac, ox 1

Infatti, da (6) permutando circolarmente gli indiei i, &, ! si hanno oltre
la (6) le altre due seguenti relazioni:

%_ih [
=1
oy _ [* Ui
=1

sommando queste membro a membro e sottraendo la (6) si ottiene la (7),

c. v. d.

Da (4) si ricavano le seguenti relazioni, che definiscono i sim-
boli di CHRISTOFFEL di 2% specie mediante quelli di 1* specie :

® =gl )
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Infatti, moltiplicando (4) per a!™ e sommando rispetto a ‘l,'si ottiene :

3 . [t = 3 1,. K

Zyatm I: . ] = Zja; a“"{ i }=
' k) 8 3 (1 k ¢ x

m — —
i Sflaj’a_m_ 29 ;6’”‘ ,_g m ;
c. v. d.

Se si introducono le componenti contravarianti X* del vettore ¥,
si ottengono le seguenti espressioni per le componenti contravarianti
del tensore derivato ¥':

"8 Xik — 3, qin (‘;X“ + z, g‘ ”‘2 X‘)
i

Infatti, applicando.la prima di (5) del N. 89, si ha, tenendo presente [N. 89, (8)]
che Y, = Y¥", e la (1),

yitn bwi bwk % 0¥ d; day

3
. Xit=3,
) " oY on 1" 0Un OYs 0yn’

ma, per la seconda di (1) del N. 87, si ha:
Yj = §l Xl gy—?‘
1 ox;
e derivando rispetto a y;,

Zl !

oY __ 3 X! oy, 3 XLQ_/‘_)-_Vi>
W 1l oyn 0w | Y oUn \ 0w,

d’altra parte, considerando X’ e g%}l dipendenti da y;, per mezzo delle x,,, si
:

hanno le relazioni:

%; W

oXP 3 X! owy b_(w)= _0%;
™ Xy Ok, OYp

=2,
Wn 1™ Oy Oy’ oY \0%;

- Mo

per cui, sostituendo nella precedente, si ha:

be_-E* X! 0%y 0Y; Ez Xt Ry bmm;
oYn bmm oYn 00Xy Pides 0X 0%y, oYn

sostituiamo questa in (%), si ottiene:

xir— 3, OX' % 9% Y5 3 =, 0Ty, 0Ly,

2 Oy 0% 3 =, 0%y 0%
i X 1 oy 0z, T 3yr oy

3
!
+ ‘?ﬂm X 0% 0% OY5 1" OYn Yn
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ma é [N. 83, (8)]:

0%; .0Y; 5 5 O%n 0 Km
T o B, _——— =
T oy; 0w, Y T oyn oy
per cui si ottiene:

) 3 dXi 3 3 %, a.’l;->
Xitk = 3 Rm [ 7 Xy, —Z .. ek 3
e ® <awm TRX T, Oy, OUy

da cui, per la (8'), si ottiene senz’altro (4), c. v. d.

Le formule (2) e (8) sono note rispettivamente colle. denomina-
zioni di derivazione covariante e derivazione coniravariante.

B facile di constatare che tra le componenti covarianti (2) del
tensore derivato ¥’ e le componenti contravarianti'(8) hanno luogo
le consuete relazioni [(6) del N. 40] tra componenti covarianti' e quelle
contravarianti di uno stesso tensore doppio, ciod:

‘ Xi]kA= ijh Q5 Axn Xi,
. 1
9)

. 3 .o )
? Xilk = ih Y arh Xj|h.
. t

Infatti, si moltiplichi (2) per a** a*™ e si sommi rispetto a ¢ e %; si ottiene:

3 3
Eik att gkm Xi = Eik atl ghm
1 : 1 Oy,

3 : ik

\ |

— By attatny ;i
ma & [N, 88, (2)]

. .
X, = %r a;, X7,

da cui, derivando e tenendo presente (6), si ottiene successivamente :

oxX”
0%y

3 A r R y 3 0X" |
—§r{[r]+[f]}x’+§r“irm’

gostituendo, e tenendo presente (4) e (4'), si ottiene:

3 . 3 . ik r K
3y at? al™ X,y = By, atl akm {[ . —l + [ i ]}X" +
i i .

in % 04y

A%y ra oxy,

3
X7+ =, a,,
i

r

3 ) oX
+ ?irn at akm q;,

% il ghm {'i k Xr
—_ at o a
@y, n 1 kr Jr j s



72 [45-46]

3 . r k 3 oXr 3, .
= 2y, at’ a'" [ : ] X7+ 2y atm —— 2, a' a,,
1 J 1 0Ty 1

3 AxX? 3 3 r k
p— km km rY il
e Sy ¥ P @ X2 a [z]

_ 3 m 3 ‘rk
= ot { +§’"(12§

= Xlim

che & la seconda di (9), c. v. d
La prima di (9), com’é noto [N. 89], consegue dalla seconda.

Le espressioni che definiscono le componenti miste del tensore
doppio derivato ¥’ si oftengono senz’altro applicando alla (2) le (3)
e (4) del N. 44.

46. - Derivazione dei tensori. — Sieno ora Y;; le componenti car-
tesiane di un tensore doppio 7T, si & definito [N. 17] tensore derivato
di 7T il tensore triplo 7" le oui componenti cartesiane sono :

oYy
3?}1; )

(1) Yip =

Riferendoci a coordinate generali a; sieno X, le componenti
covarianti di ; estendendo le considerazioni del numero prece-
dente vogliamo determinare le componenti covarianti del tensore
derivato T". Esse sono definite dalle relazioni segnenti:

0X;; 3 (i k& s (J k
&) Xijiy == ——~ — Elg X — 21{ ; Xa.
Oy, 1
Infatti, applicando per m =8 la (1) del N. 40, si ha:
) Xyn = Wy e Wr _ 3 3wy W Wq Wr,

- 11’0" pq'r X; bw bx};

per la seconda di (3) del N.39, si ha:
oY,
oY,

il oYy 0%y 0X; bwk

B > v

20X, 0z, 2z, 3 x dw, -, + 3 dx, o',
WYY, Oy Yy AP TR dy,dy, Oy, MMy, oy, v,

3
=3
1

se 8i considera X,y dipendente da y, per mezzo delle x,,, si ottiene:

bXP'V _ % axp.v 2%,
oYy L™ X, OY, ’
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per cui, sostituendo nella precedente,

0 X,y 3 0X,, 0%, 0T, 0Ty, 3 e, o, 3 X ox, ',
o, 1™ om,, ay, Yy Yy BV DY, 0¥y OY, | LMV Oy, dY,0¥,’

sostituendo in () si ottiene:
bx\a%b‘” bypibw b!/q'; 0T, by,+
P 0y, 0x; 1T Y, 0x; (T oY, dxy

b’.'o"L oYy 0¥y 3 0%, byq
Dw

3

Xy =3

/] p.vm %,

3 3
2. X 32— = —
+ LB TRV oy 0y, 0% 0%y, 1 byq

+§ x §1 oz, ()yqby,.g: oz, b!/p
gBv TRy e ayqby, dx; oy 4P pr ox;

infine, tenendo presente (3) del N. 45, si ricava successivamente

Zov s 5 0, —2, x,1°
i3

X g 0%, 5
Wk = }fp.vm 0T, pt Ui Tmk L Ty [
bX;, 3 [ 3 3 Jj &k
= — p. o — 2 X,
St SN A S

Sieno ora X% le componenti contravarianti del tensore doppio T,
si hanno le seguenti espressioni per le componenti contravarianti

del tensore triplo 7", derivato di 7,

o — %m . (aX* + Zzg l_ }Xt: + 5:‘., ;ljmf Xa)

@)
Una deduzione diretta si pud ottenere seguendo un procedimento analogo
a quello fatto per dimostrare (8) del numero precedente. Applicando (2) del
N. 40, 8i ha:
3 o, ooy davy 3 DYDY dm, dmy o
. Xtk =3 ypeqr 27 05 0%k __ - %y %y Tk
) e 0Yp 0Yq OYr Py, Yp OYq Yy’
ma, applicando la seconda di (6) del N. 89, é:
=% xw %p Wy,
s oz, oz,
che, derivata, da
DYPT 3 oXM 0y Wy 3 O () Wy 3 . Wpd (%
= S X : —L
oY, 12*“’ oYy ba' oz, + il by, bm oz, ?P“ X bw oy ox, |,
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0 0
considerando X", % e ik dipendenti da y, per mezzo delle xz,,, si ha:
oz, 0%,
2XW 3 XMooy 3 (W) _ 3 % %m
oY, " 0xy, oYy T Oy, \0%, L™ o, oy, OY, ’
o (oyg) ¢ _d%q %m
oy, \ oz, 1™ o, 0%, OY,

per cui, sostituendo nella precedente, s8i ottiene:

oYt _ & OX® oy dyg dtm
1

3 %W g W%
+ = pyo_— o2 g T moy
oYy W oy, 0z, o®, oYy g pym

aaa*L 2%, 0%, 0Y,

3 Yy Yy dw
S xw _0¥Y Yp My,
F Sm %, 0%y, O, Yy ’

gostituendo in () si ha:

i XY 2 0wy oY, 3 Oms OYg 3 0% O
xik — % a_z,_i__gz._l_qz_k L
W o, WP oy, 0w, 170y, ox, 17 0Y, oY,

+

+§ X}w% %%%axkaxmi %Yy %4’
1

L 120y, dw, 1" Y, oY, iF 0%, O%,, OY,

3 3 0 OYp 3 0% DTy 3 oty o
s xw s @ e s Tk COm —%%¢ 97
+ 4 pym P oy, oz, 170y, 0¥, 17 o, dwy, ayq’

e da questa, tenendo presente (3) del N. 83 e (3’)' del N. 45, si ricava succes-
sivamente :

3 bX(’ k 3 ‘p. . v m
=§m oz akm +‘zpm X gfm ) 2+Evm xt akm\ ;
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La (2) e la (3) sono denominate formule di derivagione covariante
e, rispettivamente, coniravariante, ma esse non sono che due rappre-
sentazioni dello stesso tensore triplo 7", derivato del tensore doppio
I, valendo tra i due tipi di componenti le relazioni seguenti :

s Xy = §pqr Qip Wjg Ay XPII7,
@ : '

3
Wk — W gig
? X = ?mr a’ a¥ a* Xog

che sono [(6) N. 40] quelle che legano componenti covarianti e com-
ponenti contravarianti di uno stesso tensore triplo.

Le (4) si possono dimostrare seguendo un procedimento analogo a quello
tenuto nel N. 45 per giustiﬁcare 9).

In quanto alle componenti miste basta riferirsi alle formule
stabilite al N. 44.

Le considerazioni svolte relativamente al tensore derivato di un
tensore doppio e i corrispondenti risultati si possono estendere, senza
maggior difficoltd concettuale alla derivazione di tensori qualunque.

Sieno X; ... i, le componenti covarianti di un tensore mr® I, le
componenti covarianti del suo tensore derivato (m + 1)P° 7T’ sono
definite nel modo seguente :

m 3 i k
—zpz,g
i i

¢

8X,. . i,

(5) Xi,...imlk = dxy

x

TR WP X WPRTI
quelle contravarianti dalle relazioni :

OXir---im m 3 (lp i .. li L.t
pt Pl m
T [ xie ),

.

per le componenti miste basta riferirsi alle formule stabilite al N. 44,
quando si tengano presenti () e (6). ’

Si rammenti che se un tensore & costante il suo”tensore deri-
vato & nallo [N. 17], cioé sono nulle le sue componenti cartesiane
[N. 7] e quindi {N. 40 e 44] le sune componenti covarianti, contrava-
rianti e miste.

In particolare, sono costanti: il tensore fondamentale A [N. §)
e il tensore E [N. 9] per cui i rispettivi tensori derivati sono nulli e
quindi sono nulle le rispettive componenti covarianti, contravarianti
(teoremi di Rroor) e miste.

(6) X iml — %p ar (
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47. - Divergeaze e reteri. — Si & visto [N. 18] che di un tensore
mP° T di componenti cartesiane Yj, ..., si hanno, in generale, m di-
vergenze , ciascuna essendo un tensore (m — 1) D le cui compo-
Rk
nenti cartesiane sono:

D (R Y
1o fg—a R4 bm
(1) Y‘i---‘h—ﬂh+1---im - 2; y)
1 Y,

Facendo uno alla volta k=1, 2, ..., m si hanno le compo-
nenti cartesiane di ciascuno dei tensori D, ..., D.

" 1 m
In coordinate gemerali x,, introducendo ad esempio le compo-
nenti covarianti Xj, ..., del tensore T, per il tensore divergenza I
.1

si hanno le seguenti componenti covarianti:
3 \j
(2) X"t---"}c—iinﬂ R a ?J' Xiy.ocinmrdtned” s
e le seguenti componenti contravarianti:
(3) X to—1 0+ %m == Zj Xu--tn—1J 'k+l~~‘m|j .
i

La giustificazione & immnediata quando si osservi che quest’ultime si de-
ducono da (1) col solito procedimento spiegato nei numeri precedenti, e che,
8e x,, sono cartesiane (2) e (8) coincidono con (1).

Abbiamo visto [N. 19] che il tensore I ammette anche i ten-
sori mP B, (h=1,2,...,m) le cuni componenti cartesiane sono:
h

3

, Y . .
. g —akip+1...%
4) Y. cin—qiingt e im= ?jk Eijk -

9Y;

tali tensori si sono definiti rofori del tensore T.
In coordinate gemerali, si hanno le seguenti espressioni per le

componenti covarianti del rotore R :
h
L4

3
(5) %“i...in_gih.f.l...im = ‘zﬂt Eifx Xii...in_i hin+‘...imu,
dove & sono le componenti covarianti del tensore E, definite da
(1) del N. 41. Le componenti contravarianti hanno invece le se-

guenti espressioni :

(6) Rbis...in—1 g obm =— Ejh vk Xi..n—1 Iun.H...smU.;
h i
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in queste &¥* sono le componenti contravarianti del tensore E, de-
finite da (2) del N. 41, Se si sviluppano le sommatorie, tenendo pre-
senti le citate espressioni di Y% si otlengono altresi le seguenti:

(6,) . Rﬁl"'ih—i thdeqeeetm —
h

— - X’I:i...in—‘i+2ih+4...im|'.+‘ —_— X"i--‘ih—1i+‘in+l-~-im|i+:
Va :
Per la giustificazione di queste formule (5), (6) e (6") si osservi che, in coor-
dinate cartesiane esse coincidono con (4) e (4') del N. 19. Esse si possono del

resto dedurre direttamente dalle citate formule del N. 19 mediante il consueto
passaggio dalle componenti cartesiane alle generali,




CAPITOLO VI.

. Applicazioni. - Rappresentazione intrinseca dei tensori

48. - Invarianti. — Sieno v; le componenti covarianti di un vet-
tore v e w' le componenti contravarianti di un secondo vettore w;
componendo [N.i 43 e 44] nel modo seguente :

(1) ?5 Vi Wt
si oftiene un tensore di ordine zero [N. 7] che & invariante, ciod
indipendente da qualsiasi riferimento. Il significato che esso ha in
coordinate carlesiane viene quindi mantenuto anche se ci si riferisce
a coordinate generali. £ questo un principio molto utile, come si
avrd occasione di constatare, e di portata molto pitt ampia del caso
semplice ora considerato.

In coordinate cartesiane I’invariante (1) ha notoriamente il signi-
ficato di prodotto scalare v X w dei due vettori [Mece. raz. N. 18];
pel principio ora enunciato, in coordinate generali, (1) continuera
a definire il prodotto scalare dei vettori v e w; manifestamente esso
pud rappresentarsi ancora nel seguente modo :

3 R
2,‘ v w;.
1 .

In generale, sieno Tj, .. ;, le componenti covarianti di un tensore
m" T e Ui---im quelle contravarianti di un secondo tensore mer° U;
punendo

3 » . .
I= %i;...im Ti...o Utae-oim,
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si ha un invariante — invarianle quadratico — che si pud espri-
mere anche mediante le componenti contravarianti T%:--im di T e
quelle covarianti U, .. i, di U, nel modo seguente :

TR ., T""""‘m Ui,...im-
In particolare, se U= T, I rappresenta |’invariante quadratico
del tensore mr° 7', che per m == 1 & il quadrato del modulo del

vettore.

49. - Congruenze di linee nello spazio. — Sia 5 un vettore uni-
tario, funzione regolare dei punti dello spazio; esso definisce una
congruenza di linee dello spazio, definendo in ogni punto la tangente
alla linea della congruenza passante per quel punto.

8i chiamerd n il veffore della congruenza. Le componenti carte-
viane di 7 sono i coseni direttori delle tangenti alle linee della con-
groenza, ciod

d_y.- .
ds’

se ds & I’ elemento d’arco della congruenza; in coordinate generali
n ha le componenti contravarianti [N. 36)

. da;

b

(1) W=

che si sogliono chiamare anche parametri della congruenza.
Le componenti covarianti sono [N. 38, (2)]:

3 ' 3
(2) n; == ?kam N* = ?h [273% d; .

Esse vengono anche denominate momenti della congruenza.
Se [N. 32]
3
3) ds® = Zix aa dos; Aoy

® I espressione dsl quadrato dell’ elemento lineare in coordinate ge-
nerali, possiamo dedurre da (1) e (2) i parametri e i momenti delle
tre congruenze di linee coordinate «;. Chiameremo linee x; quelle
linee lungo le quali varia soltanto a; (%4+, = cost, ., == cost; in
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queste h=1,2,3 e si devono considerare equivalenti gli indici che
differiscono fra loro di tre o di multipli di tre) e indicheremo con

n il vettore della congruenza delle linee a, e con ds I’ elemenio
h

lineare corrispondente ; quest’ ultimo si deduce da (3) ponendo
dxy, o, == dicy, ., = 0, si ottiene:

2 2
dhs = a,, d; ,

e convenendo di assumere sopra ogni linea x5 gli archi crescentl
nel senso in cui cresce &, si pud scrivere:

- (4) -dh3==\/a—n_ndw

intendendosi il radicale positivo.
Per (4), da (1) si ottengono le seguenti espressioni per i para-
metri della congruenza delle linee ap:

h_ da’n =0
n \/a,m n

®)

e per i momenti, la (2) permette di dedurre:

a.
(6) Ny = Qi NP = '_h_ .
l Vam
Sieno ora 7 e N i vettori di due distinte e qualsivogliano con-
gruenze di linee e si consideri 1’invariante [N.i 48, 38]

M) I=Simvi=3niv = Sy an vi v = Sy a* v, .
) 1 i i

11 suo significato & [N. 48] di prodotto scalare n X N, ciod, trat-
tandosi di vettori unitari, & '

® I == 008 9

chiamando ¢ 1’ angolo con cui si incontrano le linee delle due con-
gruenze. In particolare, se vi & ortogonalita tra le due congruenze deve
essere I=0.

Applichiamo (7) a una coppia delle tre conguenze delle linee
coordinate, per es. alle linee x,, , 0 @&, ,; si ha:

a
(9) cos (wn+1 wn+2) = tint
‘/an+1 n+1 Fntenre



[49-50] ’ 81

Infatti, applicando in (8) e (7) 1e (6) e (6), si ottiene:

CO8 (®p4y Tp4g) = zt ng nt = n, nt 4
h+1 ht+2 h"f‘l h+2

‘ Ah41p+2
F N AT f oy, AR =
ntt o hte A nete Vi nt1 Ontznte

c. v. d.

Scende da (9) che per I’ ortogonalitdy delle tre congruenze di
linee coordinate dev’essere a,_.,,,,=0.

50. - Componenti intrinseche di un vettore. — Sia 7 il vettore
di una congruenza di linee e v un vettore, di componenti covarianti
v; o contravarianti v¢; si ponga:

(1) v=v><n=§¢mn"=
n i

- M

. 3 . 3 3
i U 1 = D Qi V' WP == Dy a® v; 0y
1 1

I’ invariante v ha il significato [N. 48] di componente del vet-

tore ¥ secondo =, ciod secondo le tangenti alle linee della con-
gruenza di vettore n.
In particolare, applichiamo (1) alla conguenza delle linee wx;,
designando semplicemente ;J (invece di v) la componente di v se-
ny,

condo le tangenti alle linee «x; si ha:

3

Vawm

) v

Infatti, da (1) si ricava, tenendo presente (5) del N. 49,

3
v=oXn=3, 9,0 =0, n" 4+ v nhtt 4w nh+?—=
v " i Uy M n % e 7 htz N

Dunque i rapporti tra le componenti covarianti v, del vettore v
e Van, sono invarianti e rappresentano le proiezioni ortogonali del
vettore v secondo le tangenti alle linee coordinate; esse si chiamano
componenti intrinseche del veitore v ed & per il loro carattere inva-
riantivo che si sono indicate con 1’indice sotto la lettera.

CisorTs — Caloolo Tensoriale ]
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51. - Componenti intrinseche di un tensore. — Si abbia una terna
di congruenze di linee, comunque prefissate. Potremo sempre assu-
mere questa terna come riferimento e percid indicheremo con "

(h—— 1, 2, 3) i corrispondenti vettori delle tre congruenze. Sieno T.k
le componenti covarianti, e T quelle contravarianti, di un tensore
doppio 7.

Poniamo

1 . T— z,m T 0 17

ik

T sono, in generale, nove invarianti (tanti quanti sono Ti) che si
ik

denominano componenti intrinseche del tensore doppio 7. Tenendo
presenti (5) del N. 49, si pud anche scrivere:

) L
ik vV @i G

Vale la pena di far rilevare che agli invarianti 7 si giunge oltre che nel
it

modo indicato da (1), anche nei modi indicati dalle seguenti eguaglianze:

3 3 3
T=3,, T n, Ny =2, Ty™n ny = 24y, TLy 0y 0™
ik i i k 1 i Rk i i Kk

Se, in particolare, si applica (2) al tensore doppio simmetrico
degli sforzi @ [N. 20], avendosi :

O,
3 O = __"‘_’
@) 1k Vi an

si deduce che ® rappresenta la componente ortogonale, secondo la
ik

linea a5, dello sforzo specifico che si esercita sopra un elemento su-
perficiale normale alla linea a;.
Si consideri ora, piti in generale, un tensore mr° 7' di compo-
td p b

nenti covarianti T, ...;, © contravarianti Té.--im; ponendo :

@ T —

3
T

k
- T,,i U R - nhm
iy im

si ottengono, in generale, 3™ invarianti (tanti quante sono le com-
ponenti covarianti, o contravarianti, del tensore T) che si defini-
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scono componenti inlrinseche del tensore T. Per le (5) del N. 49 da
(4) si ottiene pilt semplicemente :

(5) T — ﬂ‘ ooty .
Ly \/ai1 i 0 aim im

Si rilevi ancor qui come alla forma intrinseca delle componenti di T si
possa giungere attraverso a una qualungue delle seguenti eguaglianze :

T =2 M Mg, oom, =
ot TM R HUTRRRN
3 — —RpygeeRgy K k
— o1 Rm ke,
_§k1...kpkp+1. g T, “Ep z— i?;' piﬁ.'fp*”‘ . Z:nkm'
52. - 1 coefficienti di rotazione di Ricci. — Sieno n (h =1, 2, 3)
' h

i vettori delle tre congruenze delle linee coordinate, Si considerino
i tensori n derivati dei vettori n; le componenti covarianti di n’

sono [N. 45, (2)]: "

N L
— n'
oxy il [/ ‘hl,

(1) iy =

le componenti intrinseche di »’ sono invece [N. 51, (2)]:
h

1 n,
——— Wi~
t’k \/akk Az *

@

" Tenendo presente la (6) del N. 49, da (1) si ricava

_On
\/ahh

_(9 ai-—él{ik

per oui, in definitiva (2) si pud scrivere:

A

1 8 ap Lo(t k) am
3 _— —_— =
© [I Vaw ai [89@;, Va, Al \/.ahh]

Se le tre congruenze di vettori 7 sono ortogonali le componenti

h
intrinseche y sono note col nome di coefficienti di rotazione di Ricci;
se, come noi abbiamo supposto, le congruenze sono quelle del si-
stema di riferimento, introducendo le condizioni di ortogonalita la
(3) si semplifica ulteriormente.
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Se le coordinate sono ortogonali si ha [N. 33}:

" 1 . .
@ =y Gy 0y, O =_-—, &y, jpp=aittite =0,
kA%

e ancora [N. 45, (4)]

0 L= L=

K3

per cui
3

2{:; {ilkg\/a—:Tl'L_:iihkz Va:ﬁ[ihk:l.

Pertanto la (3) si pud scrivere:

y= 1 0 ay; 1 [i k]
rooVag Ay 0% \/ ayy, Va, L*

ik

H
si noti ancora che [N. 45, (6)]:

0 G _ 1_ 0y, @y, 1 dap,
0%k \/ayy, \/ahh Oy 2ann Va, 0Ty

-t U0 -0 00
' Siha dunque in definitiva :
h &k h &k
=00

1
L Vi axx ann
1 coefficienti di rotazione godono della seguente proprietd emi-
simmetrica : " ’

) y+1=0,
b
da cui, in particolare,
) ‘ y=0.
i
Infatti, sommando (4) con quella che da (4) si ottiene scambiando ¢ con h
si ha: ,
SRk~ -4 00 Rl N BRI EYI ).
Lo oA Vauan o L h " h t1/),

e, per (6) e (7) del N. 45,

1
+y= 2
3

1 .
Y —— —{a;, — =— & a
AT YT Vaaman oo { i — 5 Sin (@nn + ay) ;
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Ora il secondo membro & nullo essendo sempre:

1
@in — 5 Sin (@nn + ay) =0,

perche: 08 i~ h ed allora a;, = 3;, =0 (essendo coordinate ortogonali), o &
i=nh ed allora §; =1 e la precedente risulta identicamente soddisfatta.
Dunque vale (5), _ c. v. d.

53. - Derivazione intrinseca. — Abbiamo stabilito nel N. 46 le
formule di derivazione covariante e quelle di derivazione contrava-
riante, nelle quali compaiono rispeitivamente le componenti cova-
rianti e quelle contravarianti, del tensore X' e del suo derivato I".
Vogliamo ora esprimere le componenti intrinseche del tensore T
mediante quelle pure intrinseche del tensore 7.

Per maggiore semplicitdh cominciano a considerare il caso di
un tensore semplice, o vettore. Chiamando g’ le sue componenti in-

‘trinseche per il tensore doppio 7'’ derivato da 7 si hanno le se-
guenti componenti intrinseche :

(1) | r=%L 3.7,
ik Js AT
h

esgendo ds 1’ elemento di linea ay.
X

Infatti, le componenti covarianti del tensore derivato 7" sono [N. 45, (2)]:

oT, 8 (i &
Ttlk—é_—zlg !

Ly 1 E Tis

ma, per (2) del N. 5! e del N. 50, si ha:
Ty = g; V&t » = %’ Vai,
per cui, sostituendo, e dividendo per v/ay; axx »

oT 0 \/au

1 ik —_
T = s Vau + T2 52001 7 van

Uk Ve an,

ma & [N. 49, (4))

k]

Vam doy = ds,

per cui, ricordando (*) di pag. 84,

Uk ?‘S Vs ap {" 0T, ‘ vay,
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e notando che [N. 45, (6))

away _ 1 oey _ 1 [" 7']
o 2Vay % Va, L

8i ottiene sostituendo

bT

3 T K
r— 4ty p__1 (s [ ] [ ]
Y : i \/“uauau (u

da cui, per (4) del N. 52, si ottiene senz’ altro 1a (1), c v. d

La (1) chiamasi formula di derivazione intrinseca.

Confrontando la (1) colla (2) del N. 45, che esprime la deriva-
zione covariante, si vede che i coefficienti di rotazione tengono,
nella derivazione intrinseca lo stesso posto dei simboli di CHRI-
STOFFEL di 2% specie nella derivazione covariante.

E facile la estensione della (1) al caso di derivazione di un ten-
sore mP° T'; se T sono le sue componenti intrinseche [N. 51] le

’l‘.. ’Lm
componenti intrinseche I' del suo tensore derivato 7" sono :
U.imin
é m 3
2) T =— T +23y T .
bondmr O8éikm € 4L i lpaeim
X k ‘lpk

Per la deduzione di questa formula basta applicare la (5) del N. 46 al ten-
sore T; tener conto delle (5) del N. 51 e segmre il medesimo procedimento
specificato nel caso di m =1.




APPENDICE

Numeri - Vettori - Tensori (¥).

Un rapido cenno sulla evoluzione dei numeri. Il campo primi-
tivo & costituito dai numeri naturali:

Se a e b sono due qualunque di questi, tra essi si trova sempre
il numero @+ b e il numero a - b: le operazioni di addizione e di
moltiplicazione sono sempre possibili nel campo dei numeri naturali.
Non & sempre possibile 1’ operazione di sottrazione ¢ — b, precisa-
mente non & possibile quando a =>4, e quando a <b.

L’ introduzione dello zero e dei numeri negativi rende possibile
I’ operazione di sottrazione anche nei casi esclusi; il campo dei nu-
meri si & cosi allargato:

—5—-4—-3-2—-1012345....

B il campo dei numeri énferi. In- questo campo sono sempre
possibili le operazioni di addizione, di moltiplicazione e di sottra-
zione. L’ operazione di divisione a/b & in tale campo possibile sola-
mente quando @ & multiplo di b; la introduzione dei numeri fratti
(positivi e negativi) rende possibile I’ operazione in ogni caso, b= 0
“escluso. Il nuovo campo cosi ottenuto & il campo razionale. Va da
s¢ che ad ogni nuova estensione continuano ad essere soddisfatte
tutte le regole fondamentali vigenti nel campo precedente. Nel campo

(*) Esposizione fatta al Sindacato Provinciale Fascista Ingegnéri di Milano
la sera del 21 Giugno 1928 - VI,
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razionale sono dunque possibili in ogni caso le operazioni di addi-
zione, moltiplicazione, sottrazione e divisione; eccezion fatta la di-
visione per zero (*).

Ma nel campo razionale non trovano posto mumeri notevoli,
come il numero che misura il rapporto tra la diagonale del qua-

drato ed il suo lato (v2), il rapporto tra la diagonale del cubo e il

suo spigolo (vV3), il rapporto tra la circonferenza e il suo dia-
metro, ecc. Dunque la necessita di allargare anche il campo razio-
nale colla introduzione dei numeri érrazionali: il nuovo campo cosl
raggiunto & il campo reale. Con quest’ ultima estensione sembrava
di aver raggiunto cid che di pih perfetto si potesse sperare per le
comuni applicazioni. Ed in vero per i bisogni della realtd ci si po-
trebbe senz’altro fermare al campo reale ignorando ulteriori esten-
sioni.

Se non che — e non al solo matematico — si presenta spon-
tanea la domanda: nel campo reale sono possibili tutte le opera-
zioni? K ben noto che la risposta & negativa, basta pensare alla
operazione di estrazione di radice di indice pari da un numero ne-

gativo, per es. V— 2, che non esiste tra i numeri reali. E, si badi
bene, non & I’ unica operazione impossibile nel campo reale, altre
ve ne sono di weno elementari come il calcolo del logaritmo di un
numero negativo, I’arco seno e 1’arco coseno di argomenti maggiori
dell’ unitd in valore assoluto, ece.

Come si rendono possibili tali operazioni? Ancora una volta
coll’ allargare il campo dei numeri reali e ciodé coll’introduzione:
dell’ unitd immaginaria i = v— 1, dei numeri immaginari puri, cio®
del tipo ¢ b, con b reale e infine dei numeri del tipo a 44b, con
a pure reale, detti complessi. Corrispondentemente venne denominato
complesso il campo cosi ottenuto, che comprende come caso partico-
lare il campo reale.

Viene fatto a questo punto di chiedersi: il passaggio dal campo
reale al campo complesso constituisce una semplice soddisfazione
dello spirito matematico o pud avere altresi applicazioni concrete ?
Credo che gli elettrotecnici qui presenti mi dispenseranno senza -
dubbio dal dare la risposta: essi che gia da parecchio tempo sanno
fare uso sagace delle quantitd complesse per rappresemtare analiti-

(*) Si pud rilevare che alla nozione di divisione per zero si pud giungere so-
lamente attraverso il concetto di limite e ciod come lim a/b = o per b— 0.
Cosi pure se anche a==0: in tal caso si ha la forma indeterminata .
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camente i fenomeni di carattere periodico che sono a loro sl fa-
migliari !

Si pud ancora allargare il campo dei nameri al di Ja del campo
complesso ? Si pud rispondere no se si vogliono mantenere integre
tutte le proprieta formali delle operazioni del campo complesso.
L’ estensione & possibile a patto di rinunciare almeno a una di tali
proprieta.

Sembra dunque che si sia raggiunto il grado di perfezione ri-
chiesto, constatato che tutte le operamom formali, finora note, sono
possibili nel campo complesso.

Se per la misura di rapporti di grandezze omogenee basta il
solo numero, vi sono degli enti meccanici e fisici, la cui valutazione
non dipende da un solo numero, ma da grupp: di numeri. L’ esempio
pit semplice & offerto dai vettori.

Chi non ricorda I’immagine altamente espressiva di vettore per
rappresentare una forza ? La lunghezza, o modulo del vettore, for-
nisce la misura della sua intensitd, la direzione e il verso danno
I’ orientazione della forza stessa.

1l vettore non & che I’immagine geometrica di un ente la cui
misurazione, rispetto a una lunghezza unitaria prefissata, & data da
tre numeri e precisamente dalle componenti, per esempio cartesiane,
del vettore. Il vettore (spaziale) (¥} & dunque in corrispondenza biu-
nivoca con tre numeri, ciod ad ogni vettore (considerato nello spazio)
corrispondono sempre tre numeri: le componenti cartesiane rispetto
a un sistema prefissato e viceversa dati tre numeri (¢ un sistema
di riferimento) ad essi corrisponde sempre un determinato vettore,
quello che li ammette come sue componenti.

Forze, spostamenti, impulsi, velocita, accelerazioni, quantita di
moto, momenti, sono elementi meccanici e fisici che trovano la lero
naturale rappresentazione mediante vettori. In sostanza non vi & dif-
ferenza nella considerazione dell’ente geometrico vettore da quella
del grappo dei tre numeri o componenti che lo rappresentano. Ma
quanta semplicith e naturalezza nel concepire gli enti accennati
come vettori! Dicesi: spostati di tanti passi nella tal direzione, e
non gia: fammi uno spostamento di componenti, 1, — 2, 3! La de-
signazione spontanea & squisitamente vettoriale !

(*) Per vettori di un piano si hanno due sole componenti, in tal caso si ha
corrispondenza - biunivoca tra vettori e coppie di numeri.
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La oconcezione vettoriale & poi assoluta, intendo dire indipen-
dente dal sistema di riferimento. Se riferiamo lo stesso vettore a
due differenti terne cartesiane le due terne di componenti di quel
vettore sono distinte. Chiamiamo vy (per k=1, 2, 3) le componenti
di un vettore v rispetto a una terna cartesiana 0, y,, y;, y; e indi-

chiamo con v; (i=1, 2, 3) le componentl dello stesso vettore rispetto
a un’altra terna cartesiana 0, yi, yz, y3, comunque prefissata; si
hanno le note formule:

(1) Uy = ék Vk Oniy
i
essendo
axi = C08 (Y ¥3) ,

che legano tra di loro linearmente le componenti del vettore © con
riferimento alle due distinte terne cartesiane, i coefficienti dipen-
dendo esclusivamente dall’orientamento reciproco delle due terne.
E la (1) relazione fondamentale che esprime il modo di variare delle
tre componenti di un vettore col variare del sistema di riferimento.
La rappresentazione cartesiana del vettore (terna di componenti) &
diversa se diversi somo i s1stem1 di riferimento, ma il vettore &
sempre lo stesso.

«

Questo concetio si pud estendere a enti rappresentati da pill
di tre numeri o componenti. Per maggior chiarezza giova di far pre-
cedere la impostazione della questione da una chiara intuizione fi-
sica che ha contribuito alla denominazione di « tensori » attribuita .
agli enti di cui vogliamo discorrere.

Immaginiamo un corpo elastico, che dallo stato naturale venga
portato ad uno stato di equilibrio, sotto coazione elastica, mediante
una qualsiasi sollecitazione esterna, atta naturalmente a mantenerlo
in equilibrio. Com’é noto si desta in ogni punto, uno stato di de-
formazione, caratterizzato analiticamente dalle sei caratteristiche di
deformazione (tre allungamenti unitari e tre scorrimenti) e uno stato
di tensione, caratterizzato in ogni posto da tre sforzi normali e da
. tre sforsi tangenziali. Per rappresentare tanto lo stato di deforma-
zione quanto quello di tensione ci si riferisce naturalmente ad una
terna cartesiana nello spazio: quindi tanto le sei caratteristiche di
deformazione - quanto le sei caratteristiche dello stato di tensione
sono intimamente legate al particolare riferimento cartesiano. Ep-
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pure noi tutti abbiamo la sensazione che tanto lo stato di deforma-
zione quanto lo stato di tensione sono indipendenti dal sistema di
riferimento. La deformazione e la tensione sono dipendenti dalla
particolare costituzione geometrica, materiale ed elastica del corpo
e dalla sollecitazione esterna a cui il corpo & sottoposto. Le carat-
teristiche di deformazione e quelle di tensione ci offrono un modo
di misurare i due stati di deformazione e di tensione; un altro modo
si avra riferendosi ad un altro sistema cartesiano: avremo allora
altri valori per le sei caratteristiche di deformazione e per le sei
caratteristiche di tensione, ma i nuovi valori corrispondono ai mede-
simi stati di deformazione e di tensione. Dunque due enti autonomi,
cioé indipendenti dal sistema di riferimento: il fensore di deforma-
zione e il tensore degli sforzi, dei quali le sei caratteristiche, corri-
spondenti a ciascuni di essi, si possono chiamare le componenti
cartesiane.

Cid premesso, si definisce fensore doppio 'ente T rappresentato
cartesianamente dal gruppo di nove numeri T (¢, k=1, 2, 8) che
si denominano le componenti cartesiane del tensore 7.

Di fronte a un cambiamento di assi cartesiani (0, y,, ¥, ¥s),
cambiano le componenti del tensore 7'; esse risultano definite me-
diante le precedenti Ty dalle relazioni :

— 3
2 T = %ih Tix a5 omp -

E istruttivo il confronto tra queste e le (1) che si riferiscono a
un vettore. Se Ty = Ty il tensore dicesi simmetrico. Sono appunto
simmetrici i due tensori di deformazione e degli sforzi, considerati
precedentemente. Se Ty = — T, il tensore dicesi emisimmelrico.

Un altro tensore doppio simmetrico, di notevole significato mec-
canico, & il tensore d’ inerzia. La forma pit semplice delle sue com-
ponenti cartesiane si ottiene assumendo un sistema di riferimento
coll’origine nel baricentro di un assegnato sistema di masse e gli
assi y,, ¥,, Y; coincidenti cogli assi principali d’inerzia. Chiamando
I}, i momenti principali d’inerzia relativi al baricentro, il tensore
d’ inerzia in un punto di coordinate y, (k= 1, 2, 3) ha le seguenti
componenti :

Ly=1IL,+ M(y,,,+ Yrrs)s Liiinio=—My,,, y(z+2 7“

designando M la massa totale; in queste formule si deve porre suc-
cessivamente k=1, 2, 3 e considerare equivalenti gli indici che
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differiscono tra loro di 3, oppure di multipli di 3. I,, ha il signifi-
cato di momento d’inerzia delle. masse rispetto all’ asse parallelo
all’ asse y, e passante per il punto di coordinate y,, %5, ¥s © I, .,
& I’opposto del prodotto d’inerzia relativo alla coppia di dlremom
degli assi y,,, © y,,.
facile ora estendere le considerazioni fatte per i tensori doppi

a tensori di ordine superiore. Cosi le componenti cartesiane di un
tensore triplo 7' dovranno rappresentarsi colla stessa lettera munita
di tre indici: T, designando ¢, j, ¥ una qualunque delle 3* = 27
disposizioni con ripetizione degli indici 1, 2, 3.

Di fronte a un cambiamento di assi le componenti rispetto al
nuovo sistema di riferimento (0, y,, ¥,, ys) sono:

: — 3
®3) Tpgr == 2‘],-,-;, Tijn 0up 0tjg -

(Confrontare con (1) e (2)). Se il tensore & simmetrico sono iden-
tiche le componenti che differiscono soltanto per 1’ordine degli in-
dici, per cui il numero delle componenti distinte eguaglia quello
delle combinazioni con ripetizione a tre a tre degli indici 1, 2, 3,
ciod 10.

In generale, un tensore mr° 7' avra 3™ componenti cartesiane
Ti,...i,, tante essendo le disposizioni con ripetizione di 1, 2, 3. Se
il tensore & simmetrico, ciod sono identiche le componenti che dif-
feriscono soltanto per 1’ordine degli indici, il numero delle compo-

(m+1) (m+2)
5 .

nenti distinte si riduce a

Cambiando sistema di riferimento le nuove componenti sono:
—_ 3
) Ty...im = Sitcim Tievoim Gy i i

La (1) e la (2) sono contenute in questa e corrispondono al caso
di m==1, e di m = 2. Si noti che se sono nulle le componenti ‘di
un tensore rispetto a un sistema di riferimento sono nulle anche le
componenti rispetto a un qualunque altro sistema di riferimento,
ciod il tensore & nullo. Si & gia rilevato che per m =1 si ha il
caso del vettore; dunque in questa teoria il vettore si pud conside-
rare come un tensore semplice. Un numero solo si pud ritenere cor-
rispondere a m =0, ciod a un tensore di ordine zero. Esempi sem-
plici di tensori simmetrici di ordine gualunque si ottengono partendo
da una funzione f (y,, y,, ¥5) che costituisce, per quanto ora di-
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cemmo, un tensore di ordine zero. Le sue derivate prime é si pos-
i
sono interpretare come componenti cartesiane di un vettore: il grad f;
é*f
0Y; Oyx

sore doppio simmetrico; e cosi via; le derivate m=e

, definiscono cartesianamente un ten-
of

! ay,-l oo 8y,-m

le componenti cartesiane di un tensore mP° simmetrico.

Un interessante tensore triplo emisimmetrico & il tensore E le
cui componenti cartesiane sono cosi definite: ey =0 se 4, §, k& non
sono. tutte distinte ed — all’ unitd positiva oppure all’unita negativa
secondoche 4, j, k presentano un numero pari oppure dispari di in-
versioni rispetto a 1, 2, 3. Il tensore E gode della notevole proprieta
che le sue componenti cartesiane sono invariantive ciod sono indi-
pendenti dal sistema di riferimento, per cui:

le derivate seconde,

, 80N0

Eijn == Egjg.
Il tensore & emisimmetrico perché lo scambio di due indici da
luogo a cambiamento di segno della componente.

Una analoga proprietd gode il tensore doppio simmetrico A le
cui componenti cartesiane sono : '

0, se ¢ & diverso da k&,

F—
"7, se i=F

Nel cambiamento del sistema di riferimento si ha ancor qui
B =8ar,

ciod le componenti sono invariantive. Questa proprietd dei tensori
E e A non trova alcun riscontro nei vettori. Essa fa pensare a una
specie di proprietd analoga a quella di una sfera di essere ciod
egualmente orientata rispetto a una qualunque terna cartesiana col-
I’ origine nel suo centro, ’

Esiste per i tensori un calcolo, naturalmente pin esteso di quello
dei vettori, sul quale non & qui opportuno mi soffermi, anche perché
un rapido esame sarebbe troppo incompleto. Accennerd soltanto, in
un caso di particolare interesse applicativo, alla operazione di com-
posizione dei tensori.



94

E noto che, per le piccole deformazioni dei solidi elastici, lo
stato di tensione & funzione lineare, omogenea dello stato di defor-
mazxone ciod le sei componenti @y = P;; del tensore degll sforzi @
sono fanzioni lineari e omogenee delle sei componenti & == &, del
tensore di deformazione E; il che si pud specificare scrivendo:

3
Dy = %‘h Cir, v Ein »

dove i coefficienti ¢y, j sono, in generale, in numero di 36 distinti.

Questi coefficienti si possono interpretare come componenti di
un tensore guadruplo ¢, da denominarsi temsore elas/ico in quanto
che dipende unicamente dalle qualith elastiche del solido. Orbene
la relazione soprascritta esprime che il tensore degli sforzi si ottiene
dalla composizione del tensore elastico col tensore di deformazione.
Si sratta di una locuzione alquanto espressiva per far rilevare che
lo stato di tensione dipende dal connubio dello stato di deformazione
colla natura elastica del solido. Si noti che un tensore quadruplo
generale ha 3* =81 componenti cartesiane. Nel caso di un tensore
elastico il numero delle componenti distinte si riduce, come dissi,
a 36.
" Che se si introduce 1’ipotesi che le forze elastiche sieno con-
servative, ciod ammettano una funzione potenziale — polenziale ela-
stico — il numero delle componenti distinte si riduce a 21. Tale
numero si riduce poi ulteriormente se il corpo elastico ammette
piani o assi di simmetria, come nei corpi cristallini, fino a ridursi
a due soli distinti nel caso della isotropia completa.

E qui chiudo pago se sard riuscito a fornire qualche idea del
concefto di tensore e del suo manifesto intervento in questioni che
interessano da vicino anche |’ ingegnere.
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