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PREFAZIONE

Questo secondo volume della Analisi vettoriale generale
contiene le applicazioni geomelriche del calcolo vetloriale ed
omografico, e precisamente quella parte che é detia geometria
differenziale metrica e proiettiva delle superficie e delle
varietd spaziali. Per allro é limiltata alla esposizione delle
cose fondamentali; vuol essere insomma una introduzione allo
studio di questa vasta materia. Per cid molte questioni, anche
importants, ma che si collegano principalmente alla teoria delle
funzioni e delle equazioni differenziali, sono state tralasciate
di proposito.

Oggidi sequendo il BIANCHI ('), geniale prosecutore del-
U opera di GAuUss, di LaME, di BELTRAMI e di RIEMANN,
la teoria delle superficie e degli spazi curvi é fondata sullo
studio delle forme differenziali quadratiche e sull ingegnoso
calcolo assoluto di Ricct e LEVI-CIVITA che a quello si con-
nette. Ne ¢ nato un algoritmo pesante e complicato, che con-
duce, con calcoli lunghi e per vie artificiose, a formule poco
espressive, ed i tediosi sviluppi sono spesso iniricati da pro-
blemi fittizi non inerenti alle questioni geomelriche in esame.

Tutto cio é consequenza dell uso sistematico delle coordi-
nate: uso che, nato dai primi grandi successi del metodo
cartesiano, s’ impose poi in tutti i rami della geometria e dello

(") I libri pitt classici in questa materia sono i ben noti trattati di
L. BiaxcHi: Lezioni di geometria differenziale. e di G. DarBOUX:
Théorie des surfaces.
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fisica teoretica, perché nown s intravvedeva allora la possibilita
di avere un calcolo che operasse direttamente sugli enti geo-
wmelrict e fisici. Ma oggi un vero calcolo assoluto esiste, e si
frova esposto nel primo voluime di questa collezione e nello
parte IIT di questo volume. La sua applicazione alle varie
teorie si puo ora fare nella maniera pii semplice e completa.

E questo diventa wmolto importante oggidi, in cui la fisica
st va, come suol dirsi, geometrizzando ; giacché le pin elevate
dotlrine geometriche sono entrate a far parte del bagaglio cul-
turale di wolli studiosi che non fanno professione di pm'z;
geomelri, ai quali é necessario uno strumento matematico
agile, semplice e generale ad un tempo, allo alla sinlesi
come allo analisi, che permetia loro economia di tempo e di
pensiero.

1t diligente lettore che vorra wvincere le prime difficolta,
del resto non gravi, inerenti all’ uso di nuovi algoritwi, si
persuadera dei grandi vantaggi che presenta il metodo vet-
toriale generale. Questo almeno speriamo, conformemente al
fine che ci siamo proposti scrivendo questo libro.

Ed ora diremo brevemente delle singole parti.

La Parte Prima, redatta dal prof. BURGATTI, contiene i
fondamenti dell’ ordinaria geometria differenziale delle curve
e delle superficie. L’ introduzione dello spostamenio dP sulla
superficie e della omografia o = dn/dP, essendo n vettore uni-
tario normale in P, rende lo studio delle proprieti delle super-
ficie e la risoluzione dei problemi fondamentali assai pii
semplice e agile e spesso pin intuitiva che non sia con I’ uso
delle classiche forme differenziali quadratiche ('). In modo
analogo sono studiate le congruenze di curve.

Il passaggio alle coordinate curvilinee, quando occorra
farlo per la risoluzione di particolari problemi, riesce quast

N

sempre immediato, e cid ¢ mostrato fin dai primi capitoli,

() BURALI-FQRTI: Fondamenti.... « Rend. Civ. Mat. », Palermo, t. 33
1911. In questa memoria fu appunto introdotta e studiata I’omografia o.
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onde rendere pii agevole la lettura a coloro che sono abituats
all’ uso delle coordinate ().
- La Parte Seconda, redatta dal prof. BogeIo, tratta degli
spazi curvi, ed é sviluppata secondo concetti che furono gic
esposti nel 1919 dall’ A. in alcune Note dei Rendiconti delle
R. Accademie dei Lincei e di Torino, e én seguifo pii am-
piamente nell’ opera del 1924 : Espaces-courbes; Critique de
Ja relativité, in collaborazione col prof. BURALI-ForTI. In
cotesta trattazione perd interviene, alcune volle, in modo essen-
ziale, la rappresentazione dello spazio curvo sopra wno Spazio
euclideo di un egual nuwmero di dimensioni. "Qui, invece, la
consideraszione dello spazio euclideo, che non é in sostanza
direttamente inerente alle questiont riguardanti lo spazio curvo,
¢ stata del tutto eliminata. E questo é stato possibile ricor-
rendo al concetto di differenziale superficiale sul dato spazio,
le cui proprieta sono pressoché identiche a quelle dell’ ordi-
nario differenziale negli spazi euclidei. Tale possibilita fu gia
dimostrata dall’ A. in alcune Note énserite nei Rendiconti
della R. Accademia dei Lincei in questi due ultimi anni.
Come introduzione a questa parie si é ritenulo opportuno
esporre sommariamente varie formule di calcolo veltoriale per
gli spazi S, euclidei, senza per allro insistere su quelle di-
wmostraziont che sono identiche a quelle nello spazio ordinario.
Nell’ ultimo capilolo, oltre a varie applicazioni, é stabilita
U espressione vettoriale dei simboli di Riccl, di CHRISTOFFEL
e di RIEMANN, delle derivate covarianti e contravarianti delle
componenti d un wveltore o d una omografia, che formano
1 base dei metodi usuali di studio degli spazi curvi, allo scopo
sia di metlere in relazione le formule assolute con le loro
equivalenti in coordinale, e sia per rendere pine evidente la
inutilita. di coteste derivate.

(1) Trattati di geometria differenziale in cui gia trovasi largo impiego
dei metodi vettoriali sono:

F. BIBIRANI: Geometria differenziale, Manuale Hoepli, 1924.

C. E. WEATHERBURN : Diff. Geometry of three Dimensions. Cam-
bridge, 1927,
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Esse non sono altro che componenti covarianti e contra-
varianti della derivata superficiale d’ un vettore o d’ una ono.
grafia, e percio la considerazione diretta di quest’ ultima rende
manifestamente i calcoli assai pin semplici e ¢ risultati ben
piw espressivi.

La Parte Terza, redatta dal prof. BURALI-FORTI, contiene,
solto forma assoluta, i fondamenti della geometria proiettivo-
differenziale, che é stata molto sviluppata analiticamente
in questi wltimi anni, come pud vedersi mell opera "di FUBINI
e CECH: Geometria proiettiva differenziale, Zanichelli, 1926.
Qui occorre U'uso delle formazioni geometriche di G. PEANO, le F,
poiche i vettori e le omografie vettoriali non bastano (). La parte
fondamentale della teoria delle ¥ si trova negli Elementi
di calcolo vettoriale e in altri libri qui sotto indicati ().

Nel Cap. I si sono dovute dare le nozioni fondamentali
per @ sistemi lineari di F ad n dimensioni (m=1,2,3,4) e
delle trasformazioni lineari, o omografie, il cui studio, inte-
ressante e semplice, pud essere utilmente continuato con i
metodi assoluti ().

('} G. PEaNO: Calcolo geometrico (Bocca, Torino, 1888). PEano ha dato
un caleolo geometrico sull’ S; puramente assolufo, ciot del tutto indi-
pendente da coordinate, ma atto a darle e di qualunque specie, Pud dirsi
derivato dall’ Ausdehnunglehre di H. GRASSMANN; ma bisogna notare
che il ealcolo di GRASSMANN (qui par miracle s’applique 2 la géometrie;
CARVALLO) & un calcolo di determinanti e matriei per sistemi ad n di-
mensioni, e non é un calcolo assoluto. Oggi, per fare del nuovo, si ritorna,
con nessuna opportunitd, a calcoli con determinanti e matrici.

(*) BuraLt-Forri: Infroduction & la géométrie différentielle (Paris,
G. Villars, 1897); Lezioni di geometria metrico-proiettiva (Bocea, Torino,
1904); Geometria analitico-proiettiva (Petrini, Torino, 2% ed.).

Per lo spazio ad » dimensioni vedi A. PENsA: Geometria assoluta
dei vettori, Istituto Lombardo, 1919; Geometria assoluta delle formagioni
geometriche, Istituto Lombardo, 1920.

() E strano che proprio ai geometri debba ripugnare 1’ uso di questi
metodi. G, Li. (« Boll. di Matematica », a. 1928, p. L'VII) chiama: « fanatici
ciechi > coloro che sistematicamente si servono di enti assoluti e, pure
sistematicamente, non fanno uso di coordinate. Brgo « fanatici ciechi »,
anche coloro che fanno uso soltanto di coordinate ; con questa differenza:
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In altri due capitoli é stato sviluppato brevemente tutto cio
che & fondamentale per le proprieta proiettivo-differenziali
delle linee, superficie, tnviluppi e quadriche osculatrici. Pic-
cola parte invero, ma sufficiente per continuarne lo studio in
maniera veramente geometrica.

Siamo grati alla benemerita Casa Editrice N. Zanichelli
d’ aver curata la pubblicazione di questo secondo volume con
la consueta diligenza.

P. BurcATTI

(R. Universita Bologna)

T. BoeaGIo
(R. Universita - Torino)

C. Buravri-Form

(Regia Accademia Militare - Torino}

quelli, oltre agli enti geometrici assoluti, hanno a disposizione anche le
coordinate di qualunque specie, che possono ottenere in modo geome-
trico e rapido; questi devono contentarsi delle coordinate,facendo spa-
rire la geometria. Quanto & detto da G. L. (I. ¢, p. LVIII) a proposito
del metodo di GRASSMANN va confrontato con la prima di queste note.






PARTE I

GEOMETRTIA DIFFERENZIALE
DELLE CURVE E DELLE SUPERFICIE

A CURA DEL PROF. P. BURGATTI






Caritoro 1.

Teoria delle curve gobbe.

1. Generalita ; terna principale; piano osculatore.

Una curva (L) nello spazio ordinario & qui considerata
come un lnogo di punti P, tale che ad ogni punto P corri-
sponde un sol valore d’un parametro s, e viceversa. Allora
P = P(s) rappresentera I’ equazione parametrica della curva.

Come si sa, la derivata di P rapporto a s (si ammette
I’ esistenza delle successive derivate per ogni valore di s
compreso in un certo intervallo) & un vettore parallelo alla
tangente in P alla curva. Porremo
(1) : ‘—g = Ps) = ¥(s).

Se s misura I’arco della curva compreso fra un suo punto
fisso O e il punto generico P, questo vettore & unitario ed ha
il senso di s crescente. Viceversa: se #(s) & unitario, s mi-
sura ’arco OP (per P=0 & s=0). Noi qui supporremo
che s misuri I’ arco.

Il piano in P perpendicolare a ¢ dicesi il piano nor-
male. Tutte le sne rette uscenti da P sono normali a ¢.
Due fra queste sono di particolare importanza. Da ¢ =1

. d iy |
si trae d—:Xt:O; percio il vettore gg é normale a ¢. In-

dicando col vettore unitario » la sua direzione e verso,
la retta uscente da P parallela a n é una delle direzioni
in discorso. Chiamasi la normale principale. L’ altra nor-
male da considerarsi ¢ quella perpendicolare a t e a n,
precisamente definita dal vettore unitario b=1¢ A n. Chia-
masi la binormale.

Burgatti 1
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La terna (¢, m, b) & detta la terna o il triedro princi-
pale in P. Varia di orientazione da punto a punto, ossia al

. . . de
variare di s. Indichiamo con 1:p il modulo di E(quan-
"titd positiva), avremo allora

dt n

(2) P

Vedremo presto il significato geometrico di p. Intanto
il piano (m) per P che contiene la tangente e la normale
principale gode di una proprietd caratteristica, in base alla
quale vien detto piano osculatore.

Sia P, un altro punto di (L) vieinissimo a P; sia cioé
r?
2
‘ove h si ritiene infinitesimo del primo ordine. Calcoliamo
la distanza I di P, dal piano (n). Hssa & data manifesta-
mente dalla proiezione di P, — P sulla normale b a questo
piano (che & la binormale); onde si ha

: 2 't 3
I=(P,— P)>X<b=| P(s)h +P"(8)—7;—+P—?S)—h—

Ma
" dt n
P Xbdb=tX<Xb=0, P(s)Xb:Eész—p—Xb:(),

P, = P(s + h) = P(s) + P(s)h + P"($) o + ...,

= oo Xb-

quindi resta

hS
(3) b= P"($)X b g+ e

Dunque cotesta distanza & per lo meno infinitesima
del 3° ordine, e questo non accade se si proietta P —P
sopra una direzione diversa da &; percid & proprietd ca-
ratteristica del piano (x). Si vede poi che il segno di 1
cambia con quello di h, ove non sia P”">b=0; il che
prova che la curva attraversa in P il piano osculatore.

Siccome presi due punti P, e P, vicinissimi a P, per
esempio, uno da una parte 1’ altro dall’altra, la loro distanza
dal piano (=) & per lo meno infinitesima del 3° ordine; e dato
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che un piano é definito da tre punti non allineati; si suol dire
con linguaggio geometrico che ¢l piano osculatore in P ¢
quello che passa per P e per due punti di (L) infinitamente
vicint « P; od anche che contiene due tangenti, oppure due
normali principali infinitamente vicine.

Ne consegue che la circonferenza individuata da quei tre
punti infinitamente vicini sta nel piano osculatore; onde
ha in comune con la curva le due normali vicinissime, che
¢’ incontreranno percid nel centro € della circonferenza,
la quale & chiamata cerchio osculatore.

Si noti, dopo cid che si & detto, che il piano osculatore
¢ il luogo dei punti @ soddisfacenti all’ equazione

(4) (P—@)>Xb=0 ossia (P—@)XtAnR=0.

2. Curvature.

Tiriamo ora da un punto fisso A i vettori M — A —=1(s),
immaginando di dare ad s tutti i valori che gli competono.
Il luogo dei punti M sard una curva sferica (sfera di raggio
uno); ad ogni punto F(s) corrisponde un punto M(s,). Si
ricava, derivando ¢ tenendo conto della (2),

dM ds, dt _n

ds, ds T ds g’
la quale mostra che % =1, e n sono paralleli, e % = lflf;'
Ma ds, misura manifestamente I’angolo d6 di due tangenti
infinitamente vicine, e percid anche delle corrispondenti
normali principali; onde si deduce ds=pdf. Dunque ¢ &
il raggio del cerchio considerato di sopra, ossia del cerchio
osculatore e chiamasi il raggio di curvatura o di flessione;
1:¢ misura la prime curvatura o la flessione in P, e il
centro del cerchio & il centro di curvatura.

Vediamo ora come varia & al variare di s. Calcoliamo

la derivata di b; da =1 e b>Xt=0, si ha

dt ab

db db }
(—lgxb—o, (Ext-l—(—i}Xb—-dSXt—O,
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. db | S .
percio - € parallelo ad n; onde si pud scrivere

1
4) P2
Per vedere il significato di <, tiriamo dal punto fisso 4
i vettori M — A = b(s), come gia precedentemente pei vet-
tori ¢. Con lo stesso ragionamento si deduce :

dM@_')_:,
ds, ds <’

da cui risulta%: % Qui ds, misura 1’angolo df di due

binormali (0o di due piani osculatori) infinitamente vicine;
epperd la precedente relazione ds = tdf giustifica la denoml-
nazione di raggio di torsione (o di seconda curvatura) data a =,
di torsione (o seconda curvatnra) data a 1:7. Misura, come
dice il Branchi, la rapiditd dello scostarsi della curva
dalla giacitura piana. Riguardo al suo segno vedremo pii
innanzi. Quando 1:t & nulla lungo un tratto della curva,
quel tratto giace in un piano.

3. Formule di Frenet; equazioni intrinseche.
Resta ora a vedere il modo di variare di n(s). Essendo
n==5uA\t, si trae

dn dt nAt b bAn
ds — /\t+b/\d9 T e o
ossia
an_ b _t
ds T

Unendo questa alle precedenti (2) e (4), abbiamo le for-
mule che danno le derivate delle tre direzioni prineipali,
dette le formule di Frenet:

Iy dt_i’o dn __t b db 7?@

ds™ ¢’ ds o %' ds
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Ponendo

t b
U=—"+—,
TP

si possono scrivere nella forma pilt espressiva

. dt dn
(I) ;l:g—*u/\ta'd—s—u/\na

% =uAb;

le quali, paragonate con note formule di cinematica, di-

mostrano che uds & il vettore che definisce la rotazione

occorrente per rendere la terna principale in P parallela

a quella in P+ dP (*). Queste formule sono fondamentali.
Le successive derivate di P(s) si calcolano facilmente

tenendo conto delle (I). Si deduce

73 n
P (3)257

L’ ultima da
b X Pm =—,

la quale permette di scrivere la (3) nella forma

_ 1w
— Lk,

Ny |
Di qui si conclude che quando sia E> 0 la eurva at-

traversa in P il piano osculatore (nel senso di s crescente)
andando dalla parte di & a quella di —b; viceversa nel
¢aso opposto.

() 8i pud chiamarlo il vettore cinetico, La retta che ha la direzione
e il verso di w si suol chiamare 1’ asse rettificante, per una ragione che
vedremo. Vedi, ad es., BureaTrI, Lez. di Meccanica, Cap. III.
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Dalle (I) si deduce che una curva ¢é definita di forma
quando son date le due curvature in funzione di s.

Questo risulta in modo esatto dai teoremi d’esistenza
delie soluzioni dei sistemi ‘d’equazioni a derivate totali.
Ma ci si pud persuadere della veritd di cotesta afferma-
zione in modo sintetico. Fissiamo la posizione della curva
fissando un suo punto P(s,) e 'orientazione della terna
principale in P, ossia ¢, n, b,. Allora possiamo calcolare

tO

b,

U, —=——-+ —

T Po
e quindi per mezzo delle (I') gl’ incrementi dt¢,, dn,, db,.
Cosi si conoscerd la terna principale ¢,, n,, b, nel punto
P, =P + dt=P,+1t,ds. Nella stessa guisa, essendo noti p
e 1 in P, si determineranno il nnovo punto P, +¢,ds e la
sua terna principale ¢,, n,, b,; e cosi via. La curva risulta

cosl pienamente definita.
Per la proprietd dimostrata,

p=p(s) T=1s)

si chiamano I’ equazioni intrinseche della curva.

4. Coordinate cartesiane.
In coordinate cartesiane, posto

P— 0=uxi-+yj+ ok,
si ha subito che

dz dy dz sono le proiezioni sugli assi, o i i di
Sy Ty o ; i coseni di
dS b d8 ’ dS ? p g Y Se

direzione di ¢;

d’z d*y d*s S s .
p Pl e qst’ P P sono le proiezioni sugli assi, o i coseni

di direzione di n;

dy @z  dz d%y s C o .
ds ds ds det P sono le proiezioni sugli assi, o i coseni

di direzione di .
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Inoltre risulta

1 ' "o AN _dﬁ/_ * d’z\*
;—nXP’ —=mod P _V<7l?> +(ds‘~') +((1’§_§) ,

de dy dz

ds ds ds
d*z d*y d*z
d*x d*y d’z

ds® ds® ds®

1 i 9
%z_PbXP’ =—p

5. Curve partiecolari; eliche.
Sia p:t==c (costante). Si deduce dalle (1)

b dt
as ~ ‘ds’
da cui
b=ct+ a,,

ove a, & costante. Ne consegue «,><Xb =1, a,Xn=20,
a,>X<t=—¢, a’, =1+ ¢* 8i conclude che la tangente fa
un angolo O costante con la direzione fissa «, ed &

sl = ——— = ——.
Vi4+e¢ V©o+ ¢

Si tratta dunque di eliche tracciate sopra a un cilindro
le cui generatrici sono parallele ad a,. Da a,>Xn=20 si
deduce che la normale principale & normale al cilindro.

Viceversa, se ¢ @, = — ¢ (costante), viene dalla prima
delle (I)
nXa, dt _dtXa,) .
e ds Nb="—""gy = 0

ossia @, & perpendicolare ad n; onde si pud porre

a,= — ¢t + hi,
da cui
n ab dt

ds — as’
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la quale mostra, in virth delle (I), che il rapporto p:z &
costante. Questa & dunque proprietd caratteristica delle
eliche cilindriche.

Sia (C,) la curva sezione del cilindro fatta con un
piano (r) normale ad «,. Sara

P=P,(s,)+ sk

essendo P, il punto di (C,) ove si proietta P, e z la di-
stanza P,P, ritenendo qui & vettore unitario parallelo a «,.
Si ha manifestamente

8,

7 =3, cotg 0, s_\/,w-—m

Dopo cid, derivando, risulta

P(s) = (PO'(s,,) + o I.,) as, = (P,(s,) + cotg 6. k) sen 0
0

P'(s)=sen’b- P/ s,).

In virtd di queste, le formule del n.3 danno

sen’ 6
R 2

(5) ; =sen* 0. P/ (3,)Xn=

indicando con 1: R la curvatura P,” > n in P, della se-
zione normale (C,). Poi da

cos® b = 29- 5
“h
si trae
1 1 sen 0 cos 0
’ 2 .. 2 2 e =t
() TEeweh, T ptangb R

Si vede di qui che se ¥’ elica ¢ cilindrico-circolare, le due
curvature sono costanti. Coteste formule (5) e (5") sono
importanti, perché danno le due curvature dell’elica in fun-
zione dell’angolo costante 8 e della curvatura della sezione
retta del cilindro.
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6. Curve speciali; curve sferiche.

Vi sono delle curve che godono della proprietd che
il raggio di prima curvatura st ottiene proiettando sulla
normale principale in P il vettore P — O, essendo O un
punto fisso. Questa proprietd & espressa da

(P—0)>X}n=—np,

Ne consegue per le (I)
(P—0)X g—: = — 1, ossia (P — 0) X t = ¢ (costante);

la quale esprime che la proiezione di P — O sulla tangente é
costante. Viceversa; da questa proprietd si risale all’altra.

Derivando poi la precedente e usando la 2* delle (1), si
ottiene

t b ,
(P—O)X(;+T)—P,
da cui si ricava

(P — 0)><b:-~——cg+tp’;

e derivando ancora

n d , T
PPN THR |
ossia
(6) g—i—it ) =0
T A\ f e]

E la condizione a cui devono soddisfare le curvature
di coteste curve.

Se la curva & tracciata sopra una sfera (curva sferica),
risulta ¢ =0 e quindi

d .,
%+d—s*‘(1p)———-0.

Quando non esiste un punto fisso O tale che risulti
(P—0)>Xn=—p, la (6) manifestamente non ha luogo;
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epperd essa & caratteristica delle curve che godono della
proprieta indicata.

7. Curve che si corrispondono per parallelismo di uma
direzione prineipale.

Data una curva (L), si pud chiedere se esista un’altra
curva (L,) ehe si possa mettere in corrispondenza punto
per punto con la (L) in guisa che una delle direzioni prin-
cipali in P sia parallela alla omonima nel punto corrispon-
dente P,. Saranno da considerarsi tre casi.

1° caso) Parallelismo delle tangenti; ¢, =¢ nei punti
corrispondenti P,(s,) e P(s). Derivando e usando le (I) si
ottiene successivamente ’

dt, ds, _dt m,ds, n

ds, ds — ds’ p, ds o’
la quale esprime che anche m, sard parallela a n e che
sussisterd la relazione (*)
ds, _ ds
Py 14
E allora anche b, sard parallela a b; epperd si conclude

che nei punti corrispondenti le terne principali saranno pa-
rallele. Ne consegue

Qb ds, _ b wds,
ds, ds " ds’ 1, ds

::!:11 ds‘:i@.
T

’

a

-
%

1

Si terrd il segno positivo se 1, e T sono dello stesso
segno, il negativo se di segni contrari. Paragonata con la
precedente da

che esprime I’ invarianza del rapporto delle curvature.

() La relazione ¢, —¢ implica che 8, cresce con s, onde ds,:ds &
positivo.
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1 . A
Posto (’%‘:f(s), ove f(s) & scelta a piacere, si ricava

P; - pf(s), Ti = i’tf(?),

che definiscono la (L,).

Oome si vede, nessuna condizione viene imposta alla
(L); cosicché ad ogni (L) corrispondono delle (L,). Queste
furono denominate dal BrancH1 le trasformate di Combescure
della (L).

2° caso) Parallelismo delle binormali. Questo caso coin-
cide col precedente, giacché da b, =t si ricava come
precedentemente m =, t =1, (salvo tutto al pil i segni).
Percid se due curve si corrispondono per parallelismo dei
piani osculatori, una & trasformata di Combescure dell’ altra.

3° caso) Parallelismo delle normali prineipali; n, ==+ n.
Derivando e applieando le (I), si trova subito

2 e,/ ds T P

Sia o ’angolo che #, fa con #; si ha manifestamente
t, X t=cosa, bX}t,=sena, tXb,=cFsena, bXb =ztcosa.

Allora moltiplicando scalarmente la precedente una volta
per ¢, e una seconda volta per b , risulta

lfl_.g—‘__'_(_sena_’_cosa)
- - 2

) P”‘l's . P
_izi(j‘__cos“isen oc).
T, ds T e

Essendo poi ¢, perpendicolare a n, potremo scrivere in
base alle posizioni fatte,

t,—=cosa-t+sena-b;
da cui, derivando e applicando le (1), si ricava

n,ds, cosa sen o da
L = n + 1 — (sena - t-— €08 o « b) +—;
p, ds e T ( )ds"
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ossia, per le precedenti,

ﬂdj:iﬁ‘ﬁﬁ—(sena-t—cosa'b)ﬂ-
e, ds (A ds ds

Si deduce di qui 3—::0, ossia I’ angolo di due tangenti

corrispondenti é costante.
Le (7) si possono invertire. Si ha manifestamente

1 ilﬁ__(cosoc__ sena)

(7/) p ¢ 8& + Pl + Tl ’
1 ds (seu A ) oc)
- — = =+ .
T ds, 2, T,

ds . .
Dato « e preso per ;l?i una funzione qualunque di s,

le (7) definiscono una (L,) (giacché ne danno le due cur-
vature) che corrisponde ad (L) per parallelismo delle nor-
mali principali. B difatti dalle (7), equivalenti alle (1),
si trae

i_*_b ds  dnds __ fecosa-t-+ sena-b
e t)ds,” dsds, T e,
¢sena-ticos<x-b)
T, )

Ma i due vettori
cosa-t+sena-b—=t e -Esena-tdcosa-b=2p,

sono unitari, perpendicolari fra loro e ad n, talche la pre-
cedente diventa

dn ¢, b,

o= ;
das, . T

onde, paragonando con le formule di FRENET relative a (L),
si vede che n, =&, A t, & parallela a n.
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8. Applicazioni; curve di Bertrand.

Stando al 3° caso considerato di sopra, aggiungiamo
la condizione che nei punti corrispondenti la normale prin-
cipale sia comune alle due curve, talché si abbia

P, —P=cn.

Allora si ottiene derivando

dalla quale, a causa delle condizioni
t1><7":t><1l=%><n:(),

. de . . .
si deduce 7 =0, ossia ¢ ==cost. Dunque la distanza dei

puniti P e P, é costante.
Dopo cid resta (per le (I))

ds, dn ¢ ¢

talche, riferendosi al numero precedente, risulta

c\ ds c ds
(8) COSOC——(I-;)E?—‘, senoc_—-%zi,

17 eliminazione di ds: ds, porta alla relazione

V sen a COS o sen a
9) — = .

P T ¢

Si conclude : esiste una (L,) che ha in comune con (L)
le normali principali nel solo caso che la curva abbia le
curvature legate dalla relasione lineare (9), o, in generale,
da una relasione lineare (*). Queste curve sono dette curve

(*) Come & facile persuadersi.
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di BERTRAND, dall’autore che primo considerd questo pro-
blema.

Manifestamente anche (L,) é una curva di BERTRAND,
che dicesi P’ associata alla (L). Come & P, — P—=—c¢n, cosi
si ha pure

P=P xocn,,

© per conseguenza

PR LB\ Y SRR PR Y
dsi i Ti pi Tl
Ne risulta, come sopra,
cosoc:(l iﬁ)di, sen o = — ds,
e,/ ds T, ds
le quali, unite alle (8), danno
2

(10) 1 _sena (1 — 9) (1 iﬁ> = cos*a .

Ty C e 1

La prima esprime la proprietd indicata da SCHELL, e
cioé che il prodotto delle torsioni di due curve associate di
BERTRAND ¢ una costante positiva ; la seconda esprime che 4l
birapporto dei punti che sulla normale hanno le ascisse 0,
¢, p, cp, ¢ costante ed uguale @ 1:cos* a, come o0sservod
il MANNHEIM.

9. Curve a flessione costante.
Per ottenere le curve a flessione costante p —p, basta
manifestamente integrare 1’ equazione

I/ n
Pl=—,
Po
prendendo per n un vettore unitario funzione qualunque
di 5. Ma ¢id che importa notare & che coteste curve sono curve

di BERTRAND ; giacche soddisfano alla (9) fatto o == :2.
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Volendo vedere la cosa direttamente, consideriamo il
luogo dei centri di curvatura

P, =P+ pm.

Si ottiene al modo solito

— ¢ 0 T ?

ds, ds T o)

la quale dimostra che la tangente in P, é parallela alla
binormale in P, e per dippil

dsl = - %st.

Allora da ¢, = b si deduce

dt, ds, _ db WPy _ M

=
ds, ds ds g, T T
ossia
M, n
=
ey Po

la quale esprime appunto che le normali in P e P, coin-
cidono e che le due curve hanuno la stessa flessione costante,.
Si conclude : se una curva ha la flessione costante, anche
il luogo dei suoi centri di curvatura ha la stessa flessione
costante. A causa del parallelismo di ¢, e b, angolo « &
qui di 90°, come s'era detto.

10. Curve a torsione costante.

Anche le curve a torsione costante t =1, si deducono
manifestamente con semplici integrazioni, come quelle pre-
cedenti. In base alla (9) si potrebbero considerare come
particolari curve di BErRTRAND, ponendo in quella =0
(parallelismo delle tangenti); ma in tal caso bisognerebbe
porre anche ¢ =0. Cosicché sotto questo riguardo si po-
trebbero chiamare curve di BERTRAND autoassociale.
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11. Curve parallele.

Due curve (L) e (L,) son dette parallele se si corri-
spondono per parallelismo delle tangenti, e se nei punti
corrispondenti hanno il piano normale in comune. Per
le cose dette al n. 7, la (L,) & in questo caso una ftra-
sformata di CoMBESCURE della (L). Sara (P, — P) <X t=0,
eppero

P, —P=zan—+yb.

Derivando ¢ usando le (I) si ricava
dP, ds, x , Y AT
i g =(1 D)oy =

che solo pud essere soddisfatta ponendo

ds, [«
%"@“

Le ultime due danno
x% +yy =0, ossia mod (P, — P)=r=cost.

La distanza r dei punti corrispondenti P e P, é costante,
come nelle curve associate di BERTRAND.

Presa allora r ad arbitrio, e posto x =rcosa, y =rsena,
le precedenti danno, mediante sostituzione,

’

o =

A |

. ds
ossia o =— ?—i—ao;

cosicché restano determinate z e y.
Essendo poi, per le cose dette al n. 7,

s, _ e, 4 %
ds e 1’
si deduce
| T
e T e’

che danno le due curvature della (L,).
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12. Trasformazioni asintotiche delle curve, o trasforma-
zioni di Bianchi (*). ‘
Si voglia anzitutto determinare una curva P— 0= P(t)
le cui binormali siano parallele al vettore unitario &(t) e
la cui torsione sia f(¢), essendo ¢ il parametro variabile.

| Posto bV == f = v(?) (+- 0 — secondo che f & pos. o neg.),
la curva & definita da

P—0== v A\vdt.
Infatti, si ha

. ds
P =y Av ossia t?l—tzv’/\v,

s essendo l’arco (prendiamo per semplicitd il segno —+).
Derivando ancora e usando le (I), si ottiene

1
nds t(l

AR = '
p dt + dt? AT,

€ ne consegue
tXrv=tXb=0 e nXev=nXb=0,

percio & é la direzione della binormale.
Inoltre Ia prima da

(:—:)2=(0’A1:)X( Av) = v*. ——(u)(v)

Ora dalla posizione fatta si deduce

V=V e (VA= VS (VD

e quindi

(*) L. BrancH1: Sulle configurazioni di MoEBIUS ecc. « Rend. Cir, Mat.
Palermo », 1908.

Bargatti 2
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Ma essendo
v
VX N=0XtAV= \/—?X [(W' Av)AP],

sviluppando e tenendo conto delle precedenti, si trova \

, , ds 1
v X’ll,:avj—_~
Si conclude
1 1
S

ossia la curva ha la torsione voluta.

Cid posto, data una linea gobba (L) luogo dei punti P(1),
i vuol trovarne un’altra (L,) luogo dei punmti P,(#), in
guisa che la retta PP, sia !'intersezione dei due piani
osculatori eorrispondenti.

Per le cose dette di sopra, posto bV £t=wv, la data
curva sard definita da

P =2/ v;
e in modo analbgo per la (L,) si potrd scrivere
P '==4v' A\v;

ove v,(t) sard parallelo alla binormale. Ora per la condi-
zione imposta deve risultare

(P,—P)<v=0, (P,— P)Xv,=0;
percio & necessario che sia
(11) P,—P=hv, \v.
Derivandola e usando le precedenti, si ottiene
(0) v/ Av,FU Av=N@w, ANv)+hv ANv+v, AV);
dalla quale si deduce con la moltiplicazione scalare perve v,

4/ Av,Xv=he, A\VXv, v AvXv,=hv  AVXUY,.
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Ne consegue h==1; epperd i segni in P e P,’ devono
essere concordanti: il che prova, per le cose dette disopra,
che la (L,) avra torsione d’ugual segno di (L) (*). Allora la (o)
diventa

@, 4+ VIAB, — (¥ )\ =C,

e a questa si soddisfa nel modo pitt generale ponendo
(12) v, + v =m(v, — v),

con m funzione arbitraria.
Viceversa, sussistendo qunesta relazione (o la precedente

\

che & equivalente), la (11) derivata da appunto

’
P\==%v Av,.

Pertanto si conclude: le cercate curve (L,) son definite
dalla (11), ove v,(t) é la soluzione dell’ equazione differenziale
lineare (12), presa m(t) arbitrariamente (*).

Per le cose dette la torsione di (L,) sard 1, —===wv*; e
dalla (11) si ricava

(13) r=mod (P, — P) = V=1, sena,

essendo « 1’ angolo delle due binormali.

Se si considera la superficie rigata (S) luogo delle
rette PP, , si vede che i piani osculatori in P ¢ P_ coin-
cidono rispettivamente colle tangenti a (S) negli stessi
punti, e questo lungo tutta (L) e (L,). Siccome le curve

(1) Si vede facilmente che bisogna supporre
v AV XvF0, v <Xv Av,F0,

altrimenti la (L,) non differirebbe dalla (ZL).
() Il BraxcH1 ha osservato che ponendo m sotteo la forma di deu-
vata logaritmica di un’alfra funzioune ¢(t), la soluzione & data da

o= (u— [ a)

essendo e vettor costante arbitrario.
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traceiate sopra a una superficie e che hanno questa proprieta
si dicono le asintotiche della superficie, cosi il BraNCHI
ha chiamato le curve in discorso (L)) le trasformate asin-
totiche di (L).

13. Casi particolari delle trasformazioni precedenti.
Aggiungiamo Ja eondizione
T=r1, ossia ¥*=wv>
Allora la (12) da
(V)X (v, +v) =m(v,? — v?) = 0,

la quale dimostra che la derivata di (v, +v)* é nulla. Danque

(v, + v)* = 2¢ (costante).

Segue
v+ ovXv, =c¢
ossia
T+ Vrr, cosa=¢, (1=r,)
da cui

(4
oS o0 — - —1,
T

Inoltre essendo r =t sen «(18), si deduce
r="Y2ct— ¢

Oosi si hanno i valori di « e r. Di qui risulta manife-
stamente che se uno degli elementi Ty % T € costante, sono
pure costanti gli altri due (1).

14. Sviluppabili inerenti a una eurva.
Ricordiamo che si chiama superficie sviluppabile la su-
perficie inviluppo di una semplice infinitd di piani.

(1) Per altre proprieta vedi la citata Memoria di Brancur (§ 11) e
quella di PicoNg: Intorne alle trasformazioni asintotiche. « Rend. Cir.
Mat. Palermo », 1915.
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Questa denominazione proviene dal fatto che una simile
superficie, immaginata flessibile e inestendibile, pud essere
dispiegata sopra a un piano senza rotture né duplicazioni,
come in particolare i coni e i cilindri, Se

[P— P()] X< a(t)y=10

¢ I’ equazione della semplice infinitd di piani che si con-
sidera (¢ il parametro variabile), I’ inviluppo, come & noto,
é il luogo delle curve rappresentate dal sistema

da 4P,

(P— P> a=0, (P_PO)XEE pr X =0

quando si faccia variare il parametro ¢.

Qui anche ia seconda equazione rappresenta un piano;
epperd la curva intersezione & una retta, detta generatrice.
Manifestamente essa ha la direzione del vettore ¢ A . B
ovvio che i piani inviluppanti la superficie sono i suoi
piani tangenti (lango ogni generatrice) e che due gene-
ratrici infinitamente vicine (a parte il caso del cilindro)
s’incontrano in un punto. Il luogo di questi punti & una
curva (C), alla quale son tangenti le geueratrici.

Ogni punto di (C) divide la generatrice corrispondente
in due semirette, epperd la sviluppabile si compone di due
falde. Hsse sono tagliate da un piano qualsiasi in due
curve che si raccordano nel punto comune su (0), ma ivi
formano una cuspide. Di qui il nome di spigolo di regresso
délla sviluppabile che si da a (C).

L equazione di (C) si ottiene cercando 1’ inviluppo delle
geuneratrici, ossia aggiungendo all’equazioni precedenti
quella che si ottiene con un’ altra derivazione.

Cid posto, se consideriamo le semplici infinitd dei piani
appartenenti al triedro principale (piani principali) di una
curva (L), cio® i piani osculatori, i piani perpendicolari
alle normali principali, detti piant vettificanti, e i piani
normali, potremo determinare i loro invilappi, che costi-
tuiscono tre sviluppabili.
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La sviluppabile inviluppo dei piani osculatori, in virti
delle proprietd gia stabilite, ha manifestamente per spigolo
di regresso la curva (L) stessa.

La sviluppabile rettificante (inviluppo dei piani rettifi-
canti) ha le generatrici definite dal sistema

(0 (@—Pxn=0, @—P)xX"=0, (Pxn=0)

P essendo il punto generico di (L); epperd sono parallele
alla direzione del vettore

¢ b 4
A=l an=t—imw

(vedi n. 3). Ecco la ragione per cui la retta che ha la di-
rezione parallela al vettore cinetico w & detta asse rettifi-
cante.

Poiché i due piani {(0) passano per P, anche cotesta
retta passa per P. La curva (L) appartiene dunque a questa
sviluppabile. Siccome la sua normale principale in ogni
punto coincide con la normale alla sviluppabile, la (L) 8
una geodetica (*) della sviluppabile, ossia la linea che segua
sulla superficie il pit breve cammino fra due dei suoi
punti; cosicché quando si dispiega la sviluppabile sopra
un piano, cotesta (L) si trasforma necessariamente in una
retta. Da cid il nome di sviluppabile rettificante.

Per cose dette, lo spigolo di regresso & definito dal
sistema

1 1
(@—P)xn=0 (@—P)Xm=0 Q-PxTh=—1,
giaccheé
dn 1
>< d—S - E.

(*) Si vedranno in seguito le proprietd generali delle geodetiche di
una superficie.
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Si deduce (%)

‘n/\fl—ﬁ
Q__P___}____d’s_.
NI
/\d.v ds®

Il numeratore, come si & veduto, & uguale al vettore
cinetico 1. Quanto al denominatore, per le (I) si ha

2 " ’ !
excttmn|-{i o (e
ds T e T

LAy _1ay_ o 1(ey.

Tt\p) e\t)  e*\r)’
che & diverso da zero, supposto non costante il rapporto gt
(ciod non si tratti di eliche). Viene dunque I’ equazione

0=P+2=pP_% 4Ly
i
T

avendo posto p:t1=<(s). Lo spigolo di regresso si ottiene
portando da P su I’ asse rettificante il segmento di lunghesza

emoduw Vo2~ 1

¢ ¢

(!) Quando & dato un sistema di tre equazioni lineari in forma vet-
toriale x> a=1 xXb=m x>Xc=mn, ove x & il veltore inco-
gnito, questo si ottiene cosl. In virtd della formula del doppio prodotto
vettoriale e delle equazioni date, si ricava subito

(e AN x=1b—ma, (bAc)\x=mc—nb, (e \ a) \ x=na—lec,

dalle quali risulta
he=na A\ b+ 1b A ct+me \ .

Moltiplicando scalarmente per ¢, si ha

h==a A\ b>ec.
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La terza sviluppabile, detta polare, & I inviluppo dei
piani normali (@ — P)>¢t=0; epperd le sue generatrici
sono definite dal sistema

(@ — Pyxt=0, (Q—P)x:}—l:o.

I1 secondo piano & parallelo al piano rettificante, distante
di p da questo, epperd passante per il centro di curvatura
della carva in P. La generatrice dunque & parallela alla
binormale condotta per C; e quindi la sviluppabile in di-
scorso & il luogo di coteste rette e contiene percid la curva
lnogo dei centri di curvatura.

Il suo spigolo di regresso & definito dal sistema

dn ,
(@ —P)Xt=0, (@— PyXn=g, (Q—'P)XE:P
Si rieava come di sopra

, an
P(t/\")+9(£ A t) b — e/

Q@—P= 1/t

dn
LAVAN "XE

ossia
@—= P+pon - p'th.

15. Evolventi ed evolute.

Consideriamo la sviluppabile lnogo delle tangenti ad ().
Ogni curva (L,) tracciata su di essa in guisa che tagli or-
togonalmente le generatrici dicesi una evolvente di (L). Se
di un filo 4B, flessibile e inestendibile e disteso primitiva-
mente sulla curva (L), si tiene fisso il capo P, in modo
che ad ogni momento il filo si componga di due tratti,
AB adagiato ancora sulla curva, BP, disteso in linea retta
lungo la tangente in B, il capo P, descriverd manifesta-
mente una curva che giace su quella sviluppabile e taglia
ortogonalmente le generatrici. Di qui il nome di evolvente
dato a cotesta curva. In contrapposto (L) dicesi P evoluta
di (L).
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I’ equazione di una evolvente & P, —= P +- ht, con h fun-
zione di s soddisfacente alla condizione

P'Xt=1+4h =0;
" ossia
P=P+(c—st (¢ = cost).
La proprietd cinematica detta prima risnlta anche di
qui. Spostando poi 1’origine sulla curva si pud sempre
supporre ¢ =0. Allora si ha derivando

dt h

ds,
—=—— 8 =—8—,

i ds e

"la quale dimostra che la tangente alic evolvente in P, ha
la direzione e il verso opposto della normale principale ad (L)
in P. .

E facile risolvere anche il problema inverso : date la (L,)

trovare tutte le sue evolute (L). Per le cose dette dovranno

essere verificate le condizioni

(P—P)Xt =0, P—P =ht.
Per la prima si deve porre
(i) P—P =pn, +q0,.
Derivando e usando le formule di FrRENET, si trova
ds , p q , AV
ds,t—( p—i)ti—*—(%—;'f'p)wi’*‘(q A—E)b“

e allora, scrivendo che deve aver luogo ia seconda condi-
zione, dal paragone dei termini nei dne membri si ottiene

e, Lt 1
P=¢ ¢+ e, T,
Quest’ ultima & subito integrabile e da
(:
1:tg(cp+c) ove cp::j—fi.
P J T

i

E cosi, determinate p e ¢, la (i) dd P, in fonzione di s,.



Caritoro 1I.

Teoria delle superficie.

1. Generalita. - Coordinate eurvilinee.

Il luogo dei punti P(u, v) dello spazio euclideo che si
ottiene facendo variare i due parametri v e v tra certi limiti
finiti o infiniti & una superficie (). 1 valori di v e v si
chiamano le coordinate di P su (S). Supporremo che le
derivate prime e seconde di P rispetto a u e v siano finite
e continue, salvo che in punti o linee isolate che saranno
in ogni caso specificati.

Fissato il valore di ¢ (v =1v,), il luogo dei punti P(u, v,)
per tutti i valori di » é una curva appartenente alla (S);
dicesi per brevita la curva v=v,. Dando a v, tutti i va-
lori che gli competono, si ottiene la famiglia delle linee
v =cost di (). In modo analogo si ha la famiglia delle
linee v = cost. Per ogni punto P passano due linee di cia-
scuna famiglia corrispondenti ai valori di v e » che indi-
viduano quel punto. Sono le coordinate curvilinee di P su (S).

Passando da un punto P a un altro punto infinitamente
vicino su (8), si ha

(lP:Edu +§£(lv=_P’ du + P dv.
ou v “ v

Porremo sempre
P.=VE.a, P,=VG-b,

essendo @ e b vettori unitari tangenti rispettivamente
alle linee v—=cost e u =—cost passanti per P nel senso
crescente di 4 e v; onde scriveremo

(1) dP = VE-adu + VG- bdv.
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Sard chiamato lo spostamento di P su (8). Pil comune-
mente chiamasi e(emento lineare di (S) il mod. dP o il suo
quadrato ; ossia

(2)  APX}dP=ds*= Edu*+ 2V EGa>X bdudv+ Gdv*

che si suol scrivere pill brevemente (')

2" ds* = Edu® + 2Fdudv -+ Gdv?,
ponendo
S p— F
3) VEGaxXb=VEGecosa=F, o cosa—=_——=—.
( ’ VE&

Manifestamente & una forma quadratica essenzialmente
positiva per tutti i valori di u e v dai quali dipendono i
coefficienti. Definisce la metrica della superficie. La lun-
ghezza degli archi elementari delle linee v —cost e u == cost
sono manifestamente

ds, = V Edu ds, = V Gdv.

Il vettore unitario
4) =" A

T sena«

definisce in ogni P 1a normale alla (). Si ha inversamente

VEG—F*
4" sena—g A DXH=—=——"—,
( A VEG

Se in ogni punto « e b sono ortogonali,si ha F=0, e
viceversa; allora le coordinate si dicono ortogonali.
Due spostamenti d P e 3P sono ortogonali quando risulta

(0) dP>X 3P = Edudu + F(dudv + dvdu) + Gdvdv = 0.

2. Formule e questioni preliminari.
Sia p(P) una funzione dei punti P di (S) (e percio di
u e v). Introduciamo ¥’ operatore superficiale grad in virt

(!) Sono simboli tradizionali usati ormai da tutti.
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del quale il wettore tangenziale grad, o soddisfa alla re-
lazione

(6) gradse X dP =dy,

essendo il secondo membro il differenziale di ¢ quando si
passa da P a P+ dP (). Le grandezze

(7) gradse X a, gradse X< b,
sono le derivate di ¢ nella direzione « e &, e percid si ha

0 % _ 1 3¢ 3 1 3

3, VEMW 3, y@gov

Come si vede dalla (6), il vettore grad, ¢ & normale
alla linea ¢ = cost in ogni punto; percid la condizione di
ortogonalitd di due famiglie di linee ¢ =cost e ¢ = cost
tracciate su (S) é

(8) gradsg X gradgd = 0.

Sia ora w un vettore funzione di P. I omografia dP’
detta la derivata di w rispetto a P, applicata a dP dj il
differenziale di w, cio® dw, quando si passa da Pa P + dP.
Per definizione &

dw
div, "’_I‘dl” roty w—2V tP’
ossia gli operatori superficiali divs e rot, applicati a w(P)
danno rispettivamente 1’ invariante primo e il doppio vet-

tore della omograﬁaﬁg. Valgono le formule analoghe a

quelle dello spazio che qui per comodo del lettore trasecri-
viamo (*):

(*) Se ¢ & definita in tutto lo spazio, allora si pone
gradsp = grad ¢ — (grad ¢ X n)n,
dalla quale risulta (6).
() A. V. G, Vol. I, Cap. I, § 5. Con questa abbreviazione indiche-

remo d’ora innanzi il Vol. I di questa collezione di Analisi vettoriale
generale,
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divg (pw) = @ dive w+ grads ¢ XX w
grads (v ><v) =K f%t)'v +K %u

(9) rots (pw) = ¢ rots w + grads ¢ A\ w
divg (w A v) = v X rots 1 — w X rots v

rots w X dP A\ 3P = d(w > 3P) — &(w X dP).

Da quest’ ultima, fatto w — grad; ¢, e notando che &
su (S) dP \ 3P =mnds (do elemento d’area), viene

(10) rots grads o XX n =0,

e non rots grads ¢ ==0 come nello spazio. Inoltre fatto w=—mn

risulta
roty 20 XX 0 =0,

Ma essendo anche per la stessa formula

dn dn

rotem A n=— (K TP ;l?) n=0,

perché
dn adn .
d—Pn_O, Kﬂ)n__o (da grad n* = 0),
ne consegue
a1 " rotg n=0.

Questa formunla esprime che il vettore dell’ omografia Z—z

¢ nullo, ossia che essa & una dilatazione. Vedremo pitt oltre
I’ importanza di questo.

In base a ci0 la penultima delle (9), fatto w = n,
© v=grad ¢, di v
(12) divg (n A grads ¢) =0,

altra formula importante.
Ora si pud porre la questione: qual’é la pit generale
soluzione di diviw =0 su (S) (*)? Ponendo

w=hn-+mn A\ w,,

(*) Come si 8a nello spazio & 1w = rot w, con w arbitrario.
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cosa sempre possibile, risulta per le (9)

h divy n — rotsw, X 1 =0,

da cui

] rots w, > n

= —
div, n

- Basta dunque sceglieve e, ad arbitrio e per h questo
valore.
Se si pone w, = grads ¢, si ha per la (10)

w=mn /\ grads ¥,
come nella (12).

Eececo un’ altra questione importante: a quale condizione
deve soddisfare w(P) affinché uw> dP sia differenziale esatto
su (8)? Da

uX AP =dyp = grads ¢ X dP

si trae la condizione

= grads ¢ + hn.
Ne segue

u A\ n=grads o A n,
e quindi

(13) divs (e A n)=0 od anche #n > rotsew=0.

Questa & la condizione necessaria e sufficiente.

3. Sviluppi in coordinate.
Quando occorra calcolare grads ¢ in funzione dei coef-
ficienti dell’elemento lineare ds*, si pone

grads 9 — Aa + Bb,

e allora per le (7) e (3) si ricava

A— XE(G a_‘?—Fa—‘P),

H? ou 1)
(14) VG [,.,9 2
_ ® P
B= H? (Eev Fzm)’

(H*= EG — F*)
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che sono le componenti (e non le proiezioni) di grads ¢
secondo le direzioni @ e b. Ne- consegue

2 2
B2 _apde%  g(%
. ov du 3v ou
(grads ¢)° = iE ;

e in modo apnalogo

dp oY dpdp 293¢ 9 3¢
B~ F a5 % audn

H2

gradsyp X grads$ =

In particolare per ¢ = u od a v si ha

2 G 9 E
(grad, u)® = e (grads v)* = T
e quindi
G . .
grads u= g T gradsvz—i iy,

essendo i, e i, vettori unitari nelle direzioni perpendico-
lari a & e @ (') nel senso crescente di u e v.
Di qui si ricava

divs a = divs (i, A\ 1) = n X rot i, =n X rots (\—/}%}gradsv) .

Sviluppando e osservando che & rot, gradsv>Xn=20, si
ottiene

. H VE.
divia—=grads——=>X ——1, A n =
5 g \/EX 7 A
_VE a3 H
= a7 S yg T H?du \/_E'>
Analogamente
. 1 9 / H
15 = = = | =
(15" divy b T 3 (vﬁ)'

(*) Se @ e b sono ortogonali,

grads u=—-7=—25 ads v = —1—-_
s - rad: ;
® VE grads ve ’
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Queste formule servono per calcolare la divs di qua-
lunque vettore tangenziale.
In particolare si ha

dive grads ¢ = divs (Aa + Bb);

onde sviluppando si trova
. 1[99 /HA 9 (HB
(16) (hVS grads = E [@ (\ﬁ) -+ a} (‘{/'—_é_)],
ove A e B hanno 1’espressioni (14). Il primo membro §’in-
dica anche con A ¢ (%)

4. Forma isoterma-isometrica dello spostamento e del-
I’ elemento lineare.
Quando lo spostamento assume la forma particolare

(a7) dP = m(adu + bdv) con a«><Xb=20,

si dice che ha la forma isoterma-isometrica, e le coordi-
nate u e v prendono allora lo stesso nome. Risulta

ds® = m* (dv® +- dv*).
Si ha in particolare
ds, = mdu, ds, = mdv,
per modo che assumendo du e dv uguali, anche gli archi
infinitesimi ds,, ds, risnltano uguali: onde si dice che ¢
sistemi isotermi u == cost ¢ v= cost dividono la (S) in una

rete di quadrating infinitesimi.
Isotermo si chiama anche lo spostamento

dP = m(Udu + Vdv),

se U e V sono rispettivamente funzioni di u e v soltanto, per-
ché con un cambiamento di parametri si riduce alla forma (17).

(1) Le espressioni di (gradse)?, Asg, gradse ><grads¢ sono i cosi
detti parametri differenziali di ¢ e di (¢, d) nelle ordinarie esposizioni
di questa teoria.
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Nel caso (17) u e v si dicono parametri isometrici per
la proprietd vista dianzi. Per le formule precedenti (n. 3),
affinché cid accada occorre che sia

radu—lb rad v-—la
gradsu =6, & ST T m

cioé
grads u = n A gradsv.

In generale dunque affinché le linee o(u, v) = cost e
$(u, v)= cost attribuiscano allo spostamento la forma suddetta
¢ necessario ¢ basta che risulti

(18) grads 9 =mn A grad; .
Si deduce subito
Asp=divigrads 9 =10, Asd=divsgrad;$y =0,

la qual proprietd si esprime dicendo che ¢ e ¢ sono armo-
aiche su (8).

’ Se s’ introduce I’ omografia ¢ + ¢ n A definita in ogni P,

‘]a precedente pud seriversi

(18) grads (9 +¢m A)=0.
lia (18) sviluppata in base alle (7)) di luogo al sistema
dp o dp_ 3

u~ v’ w . u

Sono equazioni che §’ incontrano nella teoria delle funzioni
di variabile complessa, le quali esprimono che ¢ 4 i} &
funzione della variabile complessa u - iv. Onde risulta che
noto su (S) un sistema isotermo (u, v) si ottengono tutti gli
©altri ponendo ¢ + i) = flu + iv).

: L’ omografia ¢ + ¢nA & sotto forma assoluta e indi-
pendente dall’ente analitico i=V —1 cid che comune-
mente dicesi variabile complessa su (S); una variabile, ciog,
%+ v tale che le linee u — cost e v == cost formano su (S)
un sistema isotermo; e la (18) definisce il legame fra due
funzioni armoniche contugate su (S).

Burgatti 3
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Infine si osservi che se w > dP=10 & I’ equazione dif-
ferenziale d’una famiglia di linee appartenenti a un sistema
isotermo, queste linee si possono determinare con una sem-
plice quadratura. E invero detto p il fattore integrante,
si avra intanto per la condizione (13)

divs (pw A\ n)=0.
Poi per I’ armonicitd della funzione ¢ definita da
pw X dP = grad; ¢,

deve anche risultare
divg (pw) =0.
Queste due equazioni definiscono p. Posto w A n=w, si
ottiene sviluppando
grad log g X w = divs w, grad log p X w, = divs w,

da cui

div, w dive w
S T 4 —

w w,’ v

gradlog p =

5. I’omografia fondamentale ; curvature.
Poiche la normale n varia da punto a punto della su-
perficie, subito s'intuisce che avra fondamentale impor-
tanza la considerazione della derivata di n rispetto a P,

ossia della omografia c:% (funzione di P), la quale, ap-

plicata a dP, da la variazione dn di n quando si passa
da P a un punto vicinissimo P -+ dP della superficie stessa
(o(d P)=dn). Essendo manifestamente nulla la derivata di n
nella direzione #, si ha on =0 ; cosicch®é o & degenere con-
siderata nello spazio.

Inoltre dal fatto che & rots » =0, come si & visto al n-3,
segue che ¢ & dilatazione, quindi s = Ko. Hssa trasforma ogni
vettore w in un vettore normale ad n, ossia, come diremo,
in un vettore tangenziale, giacchd si ha cu>Xn=u>on=0.

Pensandola inerente alla sola superficie (e invero & fun-
zione di P), essa & una dilatazione in due dimensioni che
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trasforma ogni vettore tangenzxale in un vettore tan-
genziale. »

Cerchiamo le sue due direzioni unite, che saranno tan-
genziali. Diciamole ¢, e ¢, (in P), prese in tal verso che
risulti ¢, A ¢,=n (si sa che sono ortogonali). Sono definite,

per cose note, da

1 1
(19) Gc‘—r_ic‘ 6C, = ;—202

ove 1:r, e 1.7, sono le radici dell’equnazione
2
(;1) ~To-l+TLo=0,

essendo I, e I,o gl’invarianti primo e secondo di o. Ne
_ eonsegue pertanto
1
19y Ics_—l——i—l Iio=—.
,rl ,’.2 /rir2

Per vedere il significato di r, e r,, cerchiamo se par-
tendo da P ¢’& una direzione dP tale che la normale
in P+ dP incontri quella in P. Dovra esistere un punto
@ = P — rn sulla normale in P tale che la retta passante
per P-+ dP e contenente n -+ dn passi per @; ossia

(@ —P—dP) A (n + dn) =0.
Si deduce ’

—dPAn—rn Adn—dP A\ dn =0,
0 meglio
n A(dP — rdn)=dP A\ dn.

Il secondo membro & un vettore diretto come n, il
primo invece sarebbe tangenziale. L’ uguaglianza percid
non pud sussistere, se non &

dP=rdn, dP A dn=0.

La seconda & una conseguenza della prima. Ne viene

dn = o(dP) = %‘ dP.
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Adunque le direzioni cercate esistono e sono le direzioni
unite ¢, ¢ ¢,di o. Per uno spostamento dP lungo ¢, il
punto @ d’incontro delle normali in P e P+ dP & alla
distanza r, da P, e per uno spostamento lungo ¢, & alla di-
stanza r,. Si dice che questi numeri (coi loro segni) misurano
i due raggi principali di curvaturae della superficie in P. Le
dirvezioni ¢, e ¢, diconsi le direzioni principali in P; I,
e I,o misurano le cosl dette curvatura media e curvature
totale 0 gaussiana.

Partendo da P e muovendosi con continuitd su (S) se-
guendo sempre una direzione principale, si descrive una
linea di curvatura. Il luogo delle normali n lungo questa
‘linea & una superficie sviluppabile. Si hanno sempre sopra
ogni (S) due famiglie di linee di curvatura (secondo che si
considerano le direzioni ¢, o le ¢,) che si tagliano ad an-
golo retto. Lungo esse le normali alla superficie si distribui-
scono in due famiglie di sviluppabili (*). Per le cose dette,
I’ equazione differenziale di queste linee &

(20) dP A o(dP)=0.

6. Espressioni per le curvature.

Poniamo M — O =n(P), ove O & un punto fisso. Es-
sendo mod (M — O0) =1, veniamo cosl a stabilire una corri-
spondenza fra i punti P di(S) e i punti M della sfera di
raggio uno, chiamata rappresentazione sferica o di GAUSS.
Per mezzo di questa possiamo ottenere un’altra inter-
pretazione della curvatura totale, data la prima volta da
GAUSS.

Dalla posizione fatta si ricava derivando

dM = o(dP).

Prendiamo una volta dP = ¢,ds, e un’altra volta dP=c,ds,,

(1) Naturalmente bisogna escludere la sfera e il piano, sulle quali
tatte le linee sono di curvatura,
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cioé nelle direzioni principali; si ha
dM = cc,ds, = S ds,, d,M=2gs,,
’rl r?

cosicche i due corrispondenti spostamenti d, M e d,M sulla
sfera sono paralleli a ¢, e ¢,. Dette dl, e dl, le loro lun-

ghezze, si ricava
ds ds
dl, = —_49 dl,= -2,
/ri r?

1 dlai,

ror, dsds,

e quindi

Poiché ds,ds, é1'area d’un rettangolo infinitesimo su (S)
e dl,dl, quella del rettangoletto corrispondente sulla sfera,
e data anche I’ invarianza di 1/r,r,, si pud dire: la cur-
vatura totale in P & data dall inverso del rapporto fra
P elemento d’ area in P della (S) e il corrispondente nella
rappresentazione sferica. Si vede I’ analogia col caso delle

. eurve.

Si possono dare altre espressioni pitt generali delle due
curvature, sia partendo dalle espressioni generali degli in-
varianti di una omografia, sia trasformando le precedenti.
In quest’ ultimo modo si ha per'le (19)

ac, N\ or, =;1: ;]: n,
e quindi

1
Lo= =ge, A\ ocC n.
0= =00, \ 96, X
A causa dell’invarianza di questa espressione, si possono
scegliere in P altri due vettori unitari ¢ e b in luogo
di ¢, e ¢,, in guisa che a A b abbia il verso di n (anche
non ortogonali fra loro), e scrivere (%)

21 =cu/\cb><n
(21) Lo WA

(*) Se fossero ortogonali, sarebbe a A b ><n=1, come & ¢, A ¢y Xn=1
nella formula precedente.
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Osservando che oa A ob & parallelo a n, come @ N b, si pud

anche serivere
aNb-1,c=0ca A cb.

Quanto alla curvatura media si ha analogamente

Iic:=%—i——l—=<:sc‘><ci—}—csc,e><c2 (02="/\01
oo T c,=c, Am
=0c, X ¢, An—+oce, X n A e,
ossia
Io=(cc, A c, — ac, A\ ¢,) X n.

Anche qui, data V'invarianza di I,0, si possono usare
altri vettori unitari tangenziali @ e & come sopra E al-
lora si ha
_(cu/\b-—cb/\a)Xn_

(22) Lo= N ;

ed anche .
aNb-Io=0a ANb—cbAa,

in base al solito fatto che questi vettori (prodotti vetto-
riali) sono diretti come n.

In particolare si possono scegliere i vettori P e P,
derivate di P(u,v) rispetto ai parametri, e allora si ha
o(P) Ao(P)Xn

P A P Xn

ILo=

Ma notando che
JP\_dndP _on_ . pP
w) " dPu T au - Mwr \3p =My

si pud anche scrivere

n, AR, Xn
(23) Lo= Pg——, AP n
e per le stesse ragioni
(24) (n NPy — n AP,)Xn
P AP, Xn ;

formule utili in taluni casi.
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Si noti infine che I,0 = div n, eppero le curvatura media
¢ misurata dalla divergenza di n.

Le tre direzioni (¢, ¢,, 1) in P formano il triedro
principale.

7. Altra espressione indipendente da o della curvatura

totale.
Ponendo (@ A 1) A @ al posto di n, si ottiene con Afacile

sviluppo
ga \ b X n=oca A\ a>Xn-(bXa)—b )\ aXn-(caxa).
Dalla formula generale
du
grad (u XX v) = va + KdP

applicata a #><Xa =0, n>XXb=0, si deduce

dn da dn abd
d—Paz—Kﬁn’ (i—l—)bz———Kz—Pn
‘e quindi
ca><a=—dwa><n cbxa—.:—::—lb)aXn
ca><b--——b><fn cI)Xb:—QbXn.
apr ! dP

Per mezzo di queste la precedente diventa

sa \NchXn—=a\caXn- ::—PbXn—

- da
—a AobXn- dfPan.
Ma

a A sa=(a A\ osaXnmn, ap)sb=(a/sb>Xnn,

perché sono vettori diretti come n; per conseguenza

b>< a A\ sa — d—aXa/\cb

oa/\obXn_ aP

dP
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Infine, essendo

a(e A a) . diat
Ta__u A ﬁa——(l/\ o,
dnpAa), da .
T’)——?O/\pr (l/\cb,
risulta ancora *
. da da
cm/\cbXn_Zn/\ﬂ)uxzpb——
dn A a) da N dn A\ a) {lg
—__—-_d_P “XE_PI) i —*—dP“*bXdPﬂ.
Ma il primo termine & nullo, perchd essendod—a e da b
primo termine & nullo, pe (lPu P

vettori normali ad «, il lore prodotto vettoriale & normale
ad 2. Resta dunque

(25) st ANsbXn=(a ANbXn)l,o0=
_dn A a) da d(n A a) da

=T ap UXppt—ap X gp

bh.

Questa espressione non contiene pilt la o, ma soltanto
le direzioni tangenziali «, b, n A\ b, n A\ a; epperd in coor-
dinate sard funzione soltanto dei coefficienti del ds® e delle
loro derivate. L’'importanza di questo fatto, scoperto da
GAUSS, sard messa in evidenza in altro paragrafo (*).

() Introducendo i parametri % o v, il secondo membro, a parte il
fattore 1 \/EG, 8i scrive:

mAa) oe nAa) ja

ov ou ow ov’
Ma, essendo n Aa>< @ =20, si ha

s(n A« o fn A a) __ba ‘ .
v X“——vaxn/\a, B < a= a“Xn/\u,
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8. Indicatrice di Dupin. — Sezioni normali.
Posto dP =n(Q — P) (b costante infinitesima), conside-
riamo la conica luogo dei punti ¢

) o(Q— P)X (9@ —P)=1

giacente nel piano tangente in P. Il suo centro & in questo
punto e i suoi assi sono, come & noto, le direzioni unite ¢,
ec, di .

Riferendosi allora a queste direzioni come assi, pos-
siamo porre @ — P = pec, + qc,; cosicche per le (19) Pequa-
zione diventa

c C
(p —+ qf)>< (po, + ge,) = 1,
i 2
ossia

Sard una ellisse o una iperbole secondo che r e r,
sono d’ugual segno o di segno opposto, ossia secondo che
la curvatura totale & positiva o negativa. I punti dove
essa & positiva si dicono ellittici, dove & negativa iperbolici.
Cotesta conica & detta I’ indicatrice di Dupin.

Sia ¢ una direzione in P tangente alla superficie. Il
piano in P passante per ¢ e » & un piano normale che
taglia la (8) secondo una curva, detta sezione normale. Es-
sendo proprio n la sua normale principale (salvo il senso),
avremo per una formula di FRENET:
an dn

i—:ilj/-)(n:——xt:
ds ‘

) ds _(ﬁ)txt’

porcid derivando la prima rispetto a «, la scconda rispetto a v e sot-
traendole, risnlta che quella espressione & unche uguale a

0 [on 2 fom

a—v(éE ><n/\a)—-a—u(a?><n/\ a),
la quale dimostra ancor meglio 1’ affermazione del testo, e permette
facilmente lo sviluppo in coordinate quando occorra. (BURALI-FORTI,
“ Fondamenti di geom. diff... ,, Rend. Cir. Mat., Palermo, T. 83).
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ossia

F—-=0fXL.

© |-

Cosicché, posto ¢t = cos a-¢, + sen a-c,, risulta per le (19)

1 cos’a  sen®a
26 == .
(26) + [4 r, P

Questa formule @ EuLeEro d3 la curvatura in P di tutte
le sezioni normali, e fa vedere che r, e r, sono ¢ raggi di
curvatura delle sezioni normali principali (quelle tangenti
alle direzioni principali). , '
Siccome, per cose note, un semidiametro della conica
inclinato dell’angolo « sulla direzione ¢, ha una lunghezza R
data da
@7) _1_220()&4 sen®o
R 7, T,

’

cosi dal paragone con la precedente risulta che il quadrato
@ ogni semidiametro di cotesta conica & uguale al raggio di
curvatura della sezione normale tangente alla direzione di
quel semidiametro.

Se r,=r, la conica diventa un circolo e tutti i raggi R
sono uguali. Il punto P & detto allora un ombelico. Cosi
in un ellissoide di rotazione i due vertici sono ombelichi ;

la sfera ha tutti i punti ombelichi.

9. Direzioni coniugate e asintotiche. — Teorema di
Enneper.

Le direzioni degli spostamenti dP e 5P in P si dicono
coniugate se verificano la condizione

APX o(8P) =8P X o(dP)=0.

Posto dP = h(pe, + q¢,), 5P = h(p,¢, + g,¢,) (h infinite-
simo), si trae
& 494 _ 0,
4 2

7 T
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la quale esprime che ogné coppia di direzioni coniugate
uscentt da P coincide con una coppia di diametri coniugati
della conica indicatrice. Di qui la loro denominazione (!).

Le direzioni dP autoconiugate sono quelle che soddi-
sfano alla condizione

5(dP)> dP =0,

equivalente, per le posizioni precedenti, a

¥ -+ f =0.
re T

Sono dunque le due direzioni degli asintoti della indi-
catrice; e. percid esistono soltanto nei punti iperbolici. Sono
chiamate le direzioni asintotiche.

Dalla formula d’ EULERO risulta che le corrispondenti
sezioni normali hanno curvatura nulla; presentano cioé
in P punti di flesso. Queste direzioni dividono 1’ intorno
di P in quattro settori; la concavitd di ciascuno di essi
" trovasi alternativamente ora da una parte, ora dall’altra
rispetto alla direzione di . Nei punti ellittici invece tutta
la superficie nell’intorno di P giace dalla stessa parte del
piano tangente.

Partendo da P e seguendo con continuitd sulla (S)
sempre una delle due direzioni asintotiche, si ottiene una
linea detta asintotica. C’¢é dunque una doppia famiglia di
asintotiche sopra una superficie (o una regione di superficie)
a punti iperbolici.

La loro equazione differenziale ¢ manifestamente

(28) o (dP) > dP=0.

Consideriamo infine i piani tangenti in P e P+ dP,
le cui equazioni sono

(P—@QXn=0 (P4 dP— Q)X (1 -+ odP)=0.

(!) Manifestamente le direzioni principali sono le sole direzioni
coniugate e ortogonali.
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Si deduce, a meno d’infinitesimi del 2° ordine,
(P— @)X o(dP)=0.

Dunque I’intersezione P@ dei detti piani tangenti @
coniugata alla direzione di dP. Ne consegue: tracciata
su (S) una cuwrva (L), ¢ considerata la sviluppabile circo-
scritia a (S) lungo (L) (inviluppo dei piani tangenti); in
ogni punto di (L) la direzione della tangente e la genera-
trice della sviluppabile sono coniugate. E quindi anche:
la sviluppabile circoscritta ad (S) lungo una linea asinto-
tica ha per spigolo di regresso I’ asintotica stessa. E allora
manifestamente i piani osculatori delle asintotiche coinci-
dono coi piani tangenti alla superficie. Pud assumersi come
proprieta caratteristica di queste linee.

In base a cid, essendo 2¢ la binormale in P a una linea
asintotica, se diciamo ¢, la sua tangente, %, la normale
principale, T, la torsione, per la formula di FRENET avremo

dn__n . n
*+——=— ossia ot =,
ds T, T,
da cui
1
3 =0tX ot, =ot, X o(n, A\ n).
S

Ma per una nota formula (!) si ha
o(n, Any=Ioc-t, +un A\on,;

per cui sostituendo ed osservando che & of, > ¢, =0 (dire-
zione asintotica) si trova

1
29 = ot, X n A\ on, = —ct, A\ on, X n.

{

(*) La formula é:
du Av)=Is-u Av—uAov+vAocu (s dilat.)
A V.G, Vol. T, pag. 68.
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Il secondo membro & la curvatura totale cambiata di
segno. Si ha dunque il seguente teorema di ENNEPER:
Il quadrato della torsione delle asintotiche é uguale in ogni
punto alla curvatura totale della superficie cambiata di
segno ().

10. Teoremi di Darboux ; formule di Lelieuvre.
Siano a(u, v), b(u, v) due direzioni coniugate in ogni
punto P(u, v) di (8); sara

dn

ca)(b::tﬁ)axbz().

Ma da grad (n>a)=0 si trae

dn du
;t‘—’Pa e K E—P N,

epperd la precedente diventa

dea da
che esprime essere :Tl%b vettore tangenziale. Avremo allora
da :
aP b=la + mb.

Posto dP = padu + qbdv, si ha

22y Ly, Sy 10 1200
PO G =1 dP)—qav—qavp w)’

epperd la precedente acquista la forma

(30) P _ 3P 3P

=1, —+m =.
udv t Ju '

() Vedi la fine del numero seguente,
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Si conclude: se le linee w— cost e v = cost formano un
sistema coniugato, P(u,v) soddisfa all’equazione (30); e viceversa
(come & manifesto), se P(u, v) soddisfa a una equazione dif-
JSerenziale di questo tipo, le linee w — cost ¢ v = cost sono
coniugate sulla superficie. K un teorema indicato da DARBOUX.

In virth delle cose dette, esso pud acquistare anche
questa forma geometrica: se @ ¢ b sono in ogni punto di (S)
db . .
Jp @ sono vettori tangenziali;
e viceversa, se questi sono vettori tangensiali, a(u, v) ¢ b(u, v)
sono in ogni punto direszioni coniugate.

Se si moltiplica scalarmente la (30) per P— 0 (0 punto
fisso), si ottiene la stessa equazione in (P— 0)% purché sia

oP QP
Ry

L . dr
direziont coniugate, ;le e

=aXxXb=0.

Dunque se le direzioni a(u, v) e b(u, v) sono le direzioni
principali, anche (P — 0)* soddisfa la (30); e viceversa.

Supponiamo ora che a(u, v) e b(u, v) siano le direzioni
asintotiche. Si ha

saXa=0 ¢b>X<b=0,
o quindi come precedentemente

du db

ap?><n=0 deX”_O
da ab . - ,
Allora ap® ap b sono wvettori tangenziali. E viceversa, se

questi sono vettori tangenziali, le direzioni a(u, v) ¢ b(u, v)
sono in ognt punto le direzioni asintotiche.

Serivendo
da db
ﬁu__la—hmb, ﬁ)b_la—%mb

e ragionando come di sopra, si ottengono I’ equazioni:

2P oP oP &P oP
e =gty s =hiog + klav
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Per conseguenza, se « — cost ¢ v = cost sono le asinto-
tiche, P(u,v) soddisfa a questo sistema, e se P(u, v) soddisfa
a un sistema di questo tipo, le uw =cost ¢ v —=cost sono le¢
asintotiche sulla (S). B la forma analitica del ‘teorema
precedente,

A quest’ ultimo teorema si pud dare altra forma dovuta
a LELIEUVRB.

Siano ancora @ e b le direzioni asintotiche. Si ha

sa>X =0, sb><Xb=0
X a=0 nXb=0,
da cui
a=hnA\oca b=Nhn A cb.

Essendo @ >< ab= b ><{o@, ne consegue

hmnXoa \ob=hn>Xcb A ca
e quindi
hy==—h,=h.

E allora, moltiplicando le due formule vettorialmente
membro a membro, si ottiene

a N\ b=—hn A ca) A\ (n A ob)="h(n A\ sbXsan,
da cui
. 1 _ca/ b n

BT O aNbXn’
che ¢ la curvatura totale. Dopo cio risulta
(31) a=hn A\ sa, b=—"hn A db.
Se ora si pone Vhn =w, e si nota che
aVh
dP

dw -
a—=V
dPa—-\hca—!—

a-n
w/\%a:hn/\cu

e analoga per b, risulta
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Od anche, scrivendo

P,=VEa« P,=VGb,
si ha

(31) P =w A\ %’5 P =-—w /\ Bw

v

che sono le formule dovute a Lelieuvre.

La condizione @’ integrabilit

ta &
2 0
@(w/\ )_—7< 3u)

che sviluppata diventa

*w
' RRAY v auav
equivalente a
Sw
2 A = .,
(32) Sudp = M

Si ricava poi dalla posizione fatta «* = h; cosicché sara

1 a\/ﬁ

\ h dudv

Ne segue che nelle formule di Lelieuvre w & solugione
dell equazione (32). E inversamente: se w é soluzione d’una
equazione del tipo (32), le formule di Leliewvre definiscono
una superficie, della quale le linee w ¢ v sono asintotiche
¢ — 1/w?® la curvatura totale; giacché, risultando soddisfatta
la condizione d’integrabilitda suddetta, valgono le (31') e
quindi le (31).

Questi teoremi sono utili, perché facendo opportuna
scelta di equazioni del tipo (30) o (32), si possono senz’altro
ottenere delle superficie sulle quali risultan noti o un si-
stema coniugato, o le asintotiche.

Notiamo infine che con le formule (31) si pud comple-
tare il teorema di ENNBPER. Per quanto si & detto al nu-
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. n . .

mero precedente risulta ca—_-_it—‘ (@ in luogo di ¢,)
4

e n A n, = «; e parimenti, mutatis mutandis, per la dire-

zione b. Cosicché le (31) vengono in sostanza ad esprimere
il teorema: le torsioni delle due asintotiche in ogni punto P
sono uguali ¢ di segno opposto; il loro gquadrato uguaglia
la curvatura totale cambiata di segno.

Di qui si vede che il teorema di ENNEPER-BELTRAMI e
le formule di LELIEUVRE sono in fondo equivalenti.

11. Ancora della rappresentazione sferica.

Facciamo infine alcune considerazioni sulla rappresen-
tazione sferica di queste direzioni. Abbiamo veduto che
cotesta rappresentazione & definita da

dM = dn = odP,

essendo M il punto della sfera corrispondente a P di (8),
e che alle due direzioni principali corrispondono direzioni
parallele a quelle, epperd anch’esse ortogonali. Ora dalla
proprieta delle direzioni asintotiche

edP>}dP =dM>X< dP=0,

segue che mnella rappresentazione sferica esse vengono
- girate di 90°. Inoltre per due direzioni coniugate (quelle
di dP e 3P) essendo

GdP>}3P=dM X3P =0, oBPXdP=8M>}dP =0

si vede che le due direzioni corrispondenti dM e M
sono perpendicolari alle due primitive, scambiato 1’ordine ;
cosicehé il loro angolo sard uguale o supplementare a quello
di dP e 3P (proprietda che contiene come caso particolare
le precedenti).

12. Formule fondamentali per le superficie, analoghe a
quelle di Frenet per le curve.

Indichiamo con p, e p, i raggi di flessione in P delle
due linee di curvatura di (S) passanti per P, con n, e n,
Burgatti 4
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le loro normali principali. Sia poi (L) una linea qualunque
uscente da P e tracciata sulla (8); ¢ il vettore unitario
tangente a (L) in P, h normale a ¢ e nel piano tangente

. 1 -
(precisamente h =mn A ), o la sua flessione, & la sua nor-

male principale. Allora diremo curvatura tangenziale (')
di (L) in P la proiezione ortogonale sul piano tangente
di 1/p. Sard indicata con 1/g, onde avremo

1_hXk
g9 e

(33)

Orbene, calcoliamo questa curvatura tangenziale per le
due linee di curvatura in P (le cui direzioni sono ¢, e ¢,).
Si ha

1_eXn 1 _ ¢ Xn

’ =

9, ¢ g P
Ma le formule di FRENET danno

_d_qc 112 dc2 .
—dP i1 1_) 27

cosicchd risulta (tenuto anche conto di ¢, <X ¢, =10)

1 de, d02
g G gphT T aXgps
(©) 1 de de
e — 2 — 1
.o AR gpeT X gps

0id posto, osserviamo che da ¢2=1, 3=1, ¢,Xc¢,=0
segue '
de,

de,
¢, X ¢, =0, cQXdP

lP =0 ecc.;

() Si chiama anche curvatura geodetica per una ragione che ve-
dremo poi.
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talché si puo porre

Z—i;c,: ac, -+ bn, ghc;,c‘-:mc1 +in

do, le,=a,c,+b,n, z ¢ e, + 1t

dp = o dP 2 = MO T LM

Moltiplicandole scalarmente per n e osservando che &

de, dn 1

nXdP = dP("Xc‘ co‘Xc‘——E
dn
nde dP02><c =og¢, X ¢,=0.... ecc.,
si trovano le uguaglianze
1 1
b:—;-lbi———o, 1=0, llz—z.

Inoltre, moltiplicando scalarmente le formule di destra
per ¢,, quelle di sinistra per ¢,, si ricava per le (o)

—mM =0, = — M=——=—a.
1 1 ’ .
2 9

Si hanno dunque le seguenti formule fondamentali che si
cercavano ;

de, 16_»1" de, —~1~c
Mw‘ .07 " apeTg "
' 16 dey 1. 1,
y (lP 0= g, v’ ap°’ ggc‘ r,

alle quali si possono aggiungere le altre due gid note

aTy d—n‘c —lc‘ @c -—lc
dP™* "y, @gP T g, "

i

Se introduciamo 1’omografia degenere y definita dalla
matrice

0.

3=

1
9

e~

-<
ll

1

2

9.
0

o r——
-

o O
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si ha
! ,rl gi ’ ? T2 g2 ’
e allora le precedenti assumono la forma notevole
de, de
E‘P =ye, \¢ (’17) =vc, A\ ¢
' de de,
(x’) ﬁcleci/\cz (ﬁ;022702/\02

dn dn
ﬁ —Yci/\n l’[ﬁce"Ycz/\n°

Osserviamo che se ¢t =ac, + be, & una direzione qua-
lunque tangenziale, si deduce dalle (I')

g%t——@g(av + be,) = a- th/\ci’*“b e N6 =
=—¢, A (a-ye, + b-vc,)
e quindi
: de
dPt-——-Yt/\(ﬂ’

con le analoghe

de, , dn

Il vettore y¢ ha un significato cinematico importante.
Passiamo dal punto P al punto vicinissimo

P+ dP =P+ tds,

portando la terna principale in P a coincidere con quella
in P+ dP. Se

M =P + x¢, 4 yc, -+ en

é un punto qualunque rigidamente collegato con la terna
indicata (z, ¥ e 2 costanti), si ha manifestamente derivando

am de, de, PO dn

=t ar ap’

ar aptty



[Cap. II 53

ossia per le precedenti (moltiplicando per ds)
AM =tds + vyt A\(M — Pjds.

Questo dimostra che vytds & il vettore che definisce la
rotazione occorrenie per rendere la terna principale in P
parallela a quella in P -+ tds. Daremo a y¢ il nome di
vettore cinetico relativo alla diresione .

Posto ¢ =cosa, b =sen« (x & I’angolo di ¢ con ¢,), si
ricava per le precedenti

yl g?
Si noti che mentre I’invariante primo di y & nullo, ’in-

by

variante secondo é uguale alla curvatura totale.

B34) yt=— - c, +

sen « cos & cosa  sena
%y - n
1 2

13. Formule di Codazzi e di Gauss.

Pensiamo tracciate le linee di curvatura su (S), e siano
u e v i parametri indipendenti che variano rispettivamente
lungo coteste linee, le cai tangenti sono state indicate con
¢, & ¢,. Sia inoltre VEdu la lunghezza dell’arco infinitesimo
uscente da P nella direzione ¢, (dP =V Educ,), ® VGdv
la lunghezza dell’arco nella direzione ¢, (dP ="V Qdve,),
Allora si ha

de, 1 0, de, 1 3e

5 = = —=C, = —— — €CC.
AP VEW' dP" VG
cosicché le (I) diventano
o, _VE, VE, ,_VG,
g, P v, w g,
- ‘ — —
a __VE 9o ___ VG, _ V&,
ou qJ, ey g, rs
n _VE n_ V@,
ou o, ¢ w-r,

Sviluppando ora le condizioni d’ integrabilitd
e, d¢,

dudw — wow’ OO
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si trovano le tre relazioni

)= el

l
VE 8 (\’E) 3 (V”é)

— + .

o\ g, ou

Ora notiamo che per le posizioni fatte si ha

or__ | = oP .=
d]——‘Ec‘ B_v_VGO“”

cosicehé risulta

— ¢ VE —d¢ VG
I hipiet § e S hibd] vyv .
\Eav-*—c‘ v _VG8u+ du O
dalla quale si. deduce
1 d¢ 1 3VG 1 3¢ 1 3VE
(35) —= Tsce iy e =
) VG T VEG o’ VEw ' VEG '’

che sono rispettivamente i valori di 1 e di —;—(n. 12).
2 i

E allora le condizioni precedenti, sviluppate, prendono
la forma

1
Ec+1(1 L
arP ™ " g,\r, r)
(ll
I e, 11 1\ do 1 %
FP(/‘+Q_2 E——;)-—O dPCQ—Va v’ GCC.‘
d 1 (ll

_Ef(__ 572 (12 et
ap " ap° g, g, T,

Quest’ ultima, sotto altra forma, non & altro che la for-
mula di GAuss per la curvatura totale trovata al n. 7
(forma che fu data da lLiouviLLe). Le altre sono una no-
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tevole forma dell’equazioni dette di MAINARDI-CoDAZZI. Si
conclude pertanto che le (1) soddisfano alle condizioni din-
tegrabilita quando le quattro funzioni r,, vy, ¢,, g, verificano
le tre equazioni (1I); epperod, se queste funzioni, col significato
loro attribuito, appartengono veramente a una superficie,
esse verificano le (I1I). E invece di g, e ¢, si pud parlare
di VE e VG in base alle (35), che esprimono le prime me-
diante le seconde.

Inversamente: sian date quattro funzioni r,, r,, VE, V&
di due parametri u e v soddisfacenti alle (II) (g, e g, ri-
sultando determinate dalle (35)). Allora le (I”), equivalenti
alle (I), sono integrabili, e la teoria di quei sistemi diffe-
renziali assicura 1’ esistenza d’ una sola soluzione c¢,(u, v),
¢,(u, v), n(u, v), ossia d’una terna unitaria ortogonale che
per una coppia (u,v,) dei valori dei parametri coincide
con una terna prefissata. Nota la quale, da

dP = VEe,du + V Ge,dv

si deduce per quadratura la superficie, sulla quale (¢,c, n)
‘¢ il triedro principale. Abbiamo dunque il seguente teo-
rema, analogo a quello delle curve: Dati 4 coefficienti VE
e VG del dP ¢ i due raggi di curvaiure r, e r, soddisfa-
centi alle (I1'), resta definita intrinsecamente la superficie
(a meno ciod della sua posizione nello spazio). Le linee
w==cost ¢ v=-cost sono le sue linee di curvatura.

Questo teorema si pud anche dimostrare in maniera,
diciamo, cinematica, come si & fatto nel caso analogo delle
curve, ricorrendo alla considerazione del vettore cinetico (34).

Se sono date le due forme quadratiche

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv®
— 6dP X dP = Didu* + 2D'dudv + D"dv?,

by

delle quali la prima positiva; per quanto si & detto nelle
pagine precedenti, risultano determinate in funzione di quei
sei coefficienti le grandezze g,g,7,7, e le direzioni ¢, e ¢,
eppercid anche le (II); cosicché ordinariamente si dice che
se cotesti 6 coefficienti soddisfano alle (II), resta definita
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intrinsecamente una superficie il cui elemento lineare &
dato dalla prima forma quadratica e la cui omografia o
risulta poi dalla seconda; ed & percid che coteste forme
sono dette le forme fondamentali nell’ ordinario modo di
esposizione di questa teoria.

14. Teorema di Joachimstal.

Siano (S) e (S,) due superficie che si tagliano Iungo
la linea (L), e sia questa linea di curvatura per ambedue.
Siano inoltre @ la tangente in P a (L), ne n, le normali
unitarie a (S) e (8,).

Si avrd (n. 5)

d:i 1 dn,

dP u, ir (L——-;(l,,
da cui
dn dn
IP“X' =0, anX'n_O.

In virth di queste visulta

n, X« +K——w><u

L dn
grad(mX>Xn)>Xa=K - aP dPrP

dn

'{
:dP(CX’“‘"*- aXxn=»y,

i
daP
e quindi, posto n >, = cos 6,

grad 6> =0, ossia db=0;

la quale dimostra che I angolo 8 & costante lungo (L).
E viceversa; si vede che s¢ 6 & costante e (L) & linea di
curvatura per (S), essa & anche linea di curvatura per 5).
Da n A n, =« sen b, osservando che

din \n) dn, (ln
ap TN T A Gp

_HA n ANa b b

JRSS S —_— ,

e r p r
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si deduce

b_b_ sen 6 da «
e r dP
Ma
J 1 1
b,—cosb.b+senb-n e i‘la:—b——n,

dP R r

giacche @ & direzione principale su (8); percio sostituendo

si trova
1 __cosH senB_

e g9, ’
relazione notevole che da la curvatura di (L) appartenente
a (S, in funzione della flessione e della curvature tangen-
ziale di (L) appartenente a {S). Se le superficie si tagliano

ad angolo retto risulta -1—:.l .
2N

15. Evoluta di una superficie,

Il luogo dei centri di curvatura F’' e F” & una super-
ficie a due falde (8) e (S8”) detta I'evoluta di (S). Essa &
anche il luogo degli spigoli di regresso delle due famiglie
di sviluppabili in cui si distribuiscono le normali di (§).

Consideriamo la falda (8') luogo dei punti

F=P—rmn.
Si ha differenziando
dF' =1 —r,c—H(gradsr,, n)]dP;

percio agli spostamenti principali ds,c, e ds,c, su (S) cor-
rispondono sopra (S’) gli spostamenti

(AF'), = — (grad, r, X< ¢,)nds, “ oe, = ;"“_t
i

(dF’), = (1 —_ ?) c,ds, — (grads r, X< ¢,)nds, ? sc, =%
2 \ 2

(1) Vedi Cap. VII sui sistemi tripli ortogonali.
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Di qui si trae per la normale n, a (8') in F’

n, = (‘lF/)zl/\(dF’)i N
' mod [(dF'), A\ (AF")] !

Essa dunque é diretta come la direzione principale .
Calcoliamo 1’ espressione :

; d"" ’ 7 — dci 4 ’
B = aF (@F'), XX (AdF"), = 7 (AF"), <X (dF"),.
Notando che
de, __de, dF" __de, ,
ﬁ 02d82 = E‘F—,"d—P 02d82 = ﬁF (llF )2
si trova subito
,__ de, _
B =79 X n=90,

in virth delle (I). Orbene, B =0 & la condizione di co-
niugio su (8') delle due direzioni di (dF’), e (dF"),, e sic-
come un ragionamento analogo si ripete per ’altra falda (8,
ne consegue il teorema:

Sulle due falde della evoluta le linee corrispondenti alle
lines di curvatura della evolvente (S) formano un sistema co-
niugato ().

Si vede poi subito che gli spigoli di Tegresso Sono geo-
detiche della evoluta. E invero, se (L) & una linea di cur-
vatura di (S), e (R') il corrispondente spigolo di regresso
su (§), la tangente in P a (L,) &, per le cose dette, paral-
lela alla normale principale della (R) in F',

Si pud anche fare il caleolo della curvatura totale di (8)
con la solita formula

de, , de, /
aF )N g (@F), X e,
K= —Gw 7 ar, e (n,=c,).

(*) Questo teorema, del resto, risulta anche subito per via geometrica,
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In virtt delle precedenti relazioni risulta
de
P o N3 - P X6

K1 = ’
(1 — -i) (grads r, XX ¢,)
,"2

dc de,

e per le formule fondamentali (I):

Un’ altra forma si ottiene ricavando 1/g, dalle for-
mule (IT) di Copazzi e sostituendo. Si trova

dr,
1 dP “
(ri— )’ ﬂic '
aP !

K —=—

In modo analogo si ha per Y altra falda

ar,

1 dP
(r,— 7} dr,
apP”

K,=—

16. Superficie W.
“Come si & calcolata 1’espressione B’ nel numero prece-

dente, allo stesso modo si calcolano !’ espressioni

" , ,_adn, ., ,
A= dF’ LAF), X @F), 0= dFi’ dF'"), < (dF’), .
Si trova
a=1 3 ¢,ds, X (dF' ~( rads r, X )ls‘*—ld— ds:
dP )1 grads ry C,) ¢S] ch

, _ de , 1
C = chzdsz><(dF)2 g(l—%)dsz.

2
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Per 1a seconda falda (8”) si avrd manifestamente, mu-
tatis mutandis,

" o__ 1 'rg 2 "o "o 1 llr2
A_——g—i(l—z)dsi, B=0, ¢'="e,
E si noti che, in virth delle formule (II) di Copazzi,
I’espressione di ¢" e A” diventano rispettivamente propor-

zionali a

d2

1dr, ](lr
r, P ° dP G

Ora & da. osservare che in base a questi calcoli I’equa-
zioni differenziali delle asintotiche sulle due falde (§') e (8”)
sono in coordinate
d Fll AF' XAF = A'dw® + Cdv* =0, ‘A"du* + C'dv* =0;
eppero affinché queste linee si corrispondano nei punti
F' F" occorre che risuiti 4': A" = C": C"; ossia, secondo
le espressioni trovate,

or, or,

v —0 (dfr _or, ecc)
or, o, ’ ap° = du

u

la quale esprime che r, e r, devono essere legate da una
relazione.

Le superficie (§) che godono di questa proprieta si chia-
mano superficie W; cosicché sussiste il seguente teorema di
RiBAUCOUR: Affinché sulle due falde della evoluta si corri-
spondano le linee asintotiche & necessario ¢ basta che la
superficie evolvente sia una superficie W.

Tenendo conto di quella relazione, le precedenti espres-
sioni della curvatura diventano

— 1 dr, _ 1 dr,
N A N
da cui 1
KK, =

(Iri - "'2)(l '



CariroLo III.

Linee Geodetiche.

1. Curvatura tangenziale e geodetiche.

Tornando alla nozione di curvatura tangenziale, e in-
dicando con ¢ la direzione in P della linea (L) tracciata
su (S), con p la sua flessione, si ha per la definizione
data (n. 12, Cap. 1I)

1 n, X1,

it L e t,=1tAn

p o t,=tAn)
essendo n, la normale principale. Allora per le formule

di FreNET (*) si ba

1_ dt de, dt,
; dPtXt —optXt=—1 5,
e quindi
(L ’éz—divst”
perché
::;) t, X1, _Kg;;f Xt =0 e :iPan_O *.

(*) B anche per la relazione
dat at,
K pti——K-1t
dedotta da grad (¢><¢,)=0.
(®) Si noti che in questo caso si pud anche serivere divé¢, senza
I’ indice s, perché ¢, & vettore tangenziale, avendosi in base alla defi-
nizione di cotesto operatore superficiale

dive ¢, = dive, — %nxn=div t,.
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Se ¢(P)=0 & I’equazione della curva (L), si ha mani-
festamente
_ gradgg
! " mod grads ¢’

prendendo ¢, nel senso di grads ¢ e t=mn A ¢,. Si ha cosi
la formula di BONNET:

1 _ . grads ?
" ;= —divs (m)'

Se si conosce invece I’equazione differenziale w>XdP =0
della curva (o delle eurve), si avra

(1

= .
mod w

t

i

La curvatura tangenziale é nulla per quelle curve lungo
le quali é m,=n, ossia che hanno la normale principale
coincidente in ogni punto con la normale alla superficie; e
viceversa. Son dette geodetiche.

Per esse si ha dunque

dt

n, X SPEﬁ,tXSP.—:O

per ogni 3P normale ad 2. Posto

5P = oP Su +§1—) v = adu + bdv
ou o
e indicando con s I’arco della geodetica, la condizione pre-
cedente si scinde nelle due seguenti:

ds

dt
dsXa—O; ;l—.gxb—()’

che si possono anche secrivere nella forma

At < a) da At b) b _
s Xm0 T T iX g =0
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Ma

d—P—-adu b@— w by
ds — Vs T OggTav +ovy

t—=
cosicché risultano le identitd :

w_, w
W

da_3@n_u a_u
ds — du\ds) du’ ds— W’

e percio le precedenti diventano

d (3t® ot d [dt® ot?
@) ;rs(éa‘f)—”az—o’ @(a?)—a—v—‘)’

=b’

ove
= (av' + bv');

che sono P’ equazioni lagrangiane delle geodetiche ('). Natu-
ralmente ammettono I'integrale ¢* = ¢, la qual costante &
I’ unitad se s, come si & detto, misura Parco della geode-
tica. B un sistema di due equazioni differenziali di 2° or-
dine in u(s) e v(s), lineari rispetto alle derivate seconde

u’ e v,
Un’ altra forma pud dedursi ponendo

t—cosa-a@--sena-n A a',
con manifesto significato di «. Allora da

cosa=¢tX «,
si trae derivando
d

—sena-da:d—:dsxfc+t><da.

Ma il primo termine & nullo, perché lungo la geode-
de

tica 75

é diretto come n; e percio, supposto a’*=1, si

(') Si tenga ben presente che qui @ e b non sono unitari.
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ricava per la posizione fatta

—gena-da —=tXda—=—sena-n A\ aXda,
ossia
do=—=—mn A\ a>X daw.

Nel caso contrario «®=£1, si ha manifestamente

@ « n A aX>xdae
>d = — ——
mod « mod « a

4 dao=—nA\

B la forma della equazione delle geodetiche dovuta a
Gauss ().

2, Teoremi sulle geodetiche e loro traiettorie ortogonali.

In base alla teoria dell’ equazioni differenziali le (3) di-
mostrano che una geodetica & individuata quando sia dato
un suo punto P ¢ la tangente t in quello. Esistono percio
sopra una superficie una doppia infinitd di linee geodetiche.

I equazioni (3) sono quelle stesse che si ottengono cer-
cando, seconde le regole del calcolo delle variazioni, le
condizioni affinché la variazione prima di

B

jd s

A

sia nulla sotto 1’ ipotesi ¢* =1, essendo 4 e B due punti
sufficientemente vicini.

Ne segue che la geodetica segna sulla superficie la mi-
nima distanza fra due suoi punti sufficientemente vicini.

(%) Presi due punti vicinissimi P e P, d’una linea (L) di (S) e con-
 dotte per essi le geodetiche tangenti a (L) (sono pienamente definite
come & detto nel n. 2 che segue); se & & il piccolissimo angolo che
fanno tra loro e s & Uarco PP,, & facile mostrare in base alla (4) che
il limite di e/s8 quando P, tende a P & uguale alla curvatura tangen-
ziale di (L) in P. Percid questa curvatura dicesi anche curvatura geo-
detica. Si vede cosi 1’analogia con la nozione di curvatura d’una curva
tracciata sopra un piano,
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In base alla definizione sono poi evidenti i due teoremi:
1) ogni geodetica che sia linea di curvatura & necessa-
riamente piana ;
2) ogni geodetica piana o & una retta, o é linew di
curvatura.
Dalla (2) risulta anche: le curve ¢ = cost sono geodetiche
solamente quando ¢ soddisfa alla condizione

. gradgo \
divs (mod grads cp) =0

Sia ¢ =cost una famiglia di geodetiche, I’equazione
differenziale delle sue traiettorie ortogonali &

t XX dP=0,

essendo ¢ la tangente in un punto generico della geode-
tica. Affinché il primo membro sia differenziale esatto oc-
corre che risulti (n.2, Cap. II)

divy (n A t)=0.
Ma nel caso presente, essendo

., grads o
n/\t—t‘_modgrads ¢’

per il teorema precedente tale condizione & soddisfatta.

Si conclude : data una famiglia di geodetiche, le loro
traiettorie ortogonali si determinano con una quadratura.

Lo stesso dicasi manifestamente se é data 1’ equazione
differenziale w > dP =0 della famiglia di geodetiche.

Consideriamo ora una famiglia di linee ¢ = cost, ma
tale che grads ¢ sia vettore unitario. Allora, se ¢ = cost
sono le traiettorie ortogonali, grads ¢ e grad, ¢ sono per-
pendicolari, onde si avra

grads ¢
mod grads ¢

Burgatti . 5

===n A grads ¢.



66 [Cap. III)

Prendendo la divergenza risulta

divg (E(%l___‘z(i;i—cp) =grads § X rots 7 — n X rots gradsp =0
ciod & nulla la curvatura tangenziale delle cp = cost, epperod
queste sono geodetiche.

Ne segue ancora che, riferendo i punti P di (S) a questa
doppia famiglia, si ha

_ % _
rads ><
grads ¢ a¢ 55—
e quindi anche @— & vettore unitario; cosicché risulta
(5) dP_-g—I:qu—aP dp = add +V Gbde

o
(a2=b2= 1, a><b=0).

Si conclude pertanto:

1) Le linee ¢ == cost soddisfacenti alla condizione
(grads ¢)? = 1 hanno le traiettorie ortogonali che sono geode-
tiche, delle quali d) ¢ I elemento & arco;

2) Se sulle geodetiche normali ad una linea (L), ovvero
uscenti da un punto, si portano archi di lunghezza uguale,
gli estremi di questi stanno sopra una traietioria ortogonale
alle geodetiche. Queste traiettorie si chiamano percid linee
geodeticamente parallele ; e in particolare sono dette circoli
geodetici, se le date geodetiche escono da uno stesso punto.

11 riferimento dei punti di (8) alla famiglia di geode-
tiche uscenti da un punto O e ai corrispondenti circoli geo-
detici vien chiamato un riferimento geodetico. B simigliante
a quello delle coordinate polari in un piano.

3. Sull’ integrazione dell’ equazione delle geodetiche.
Abbiamo veduto che se ¢ & integrale di

(grads q))2 = 1’

le = cost sono traiettorie ortogonali d’una famiglia di
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 geodetiche. Ora osserviamo che se la nota ¢ contiene una
costante arbitraria a ('), derivando si ottiene

d
grads § X< gréds (3%) =0,

la quale dimostra che le linee

op .
a—“_—cost_b

sono ortogonali alle ¢ — cost per ogni valore di @, epperd
sono geodetiche. E siccome in questa equazione entrano
le due costanti arbitrarie a e b, si possono sempre deter-
minarle in guisa che la curva corrispondente passi per un
dato punto P ed ivi abbia una data direzione. In coneclu-
sione, se é nota una soluzione P di (grads $)* =1 contenente
una costante arbitraria a, U integrale generale delle geode-

tiche é rappresentato da a%p = b(cost. arb.).
Supponiamo invece di conoscere un integrale primo
dell’ equazione differenziale delle geodetiche contenente

una costante arbitraria a. Possiamo supporlo della forma
w(P,a)>} dP=0.

Allora per quanto si & detto nel numero precedente se ne
potranno determinare le traiettorie ortogonali

(P, a) = cost;

e siccome questa equazione contiene una costante arbi-

. .0 \ . .
travia, per le cose dette dianzi 8—;1: = b sard 1’equazione di
tutte le geodetiche. Si conclude pertanto:

Dato un integrale primo dell’ equazione differenziale delle
geodetiche contenente una costante arbitraria, si pud deter-
minare in terminé finiti U equazione di tutte le geodetiche.

Questi teoremi son dovuti a JACOBI.

(!) Non additiva, s’intende.
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4, Casi particolari. - Superfici® di Liouville.
Supponiamo che esista sulla (S) un sistema ortogonale
di linee, riferendosi alle quali risulti

(6) dP = VU + V(adu -+ b dv),

essendo @ e b unitari (@>b=0) e U e V funzioni rispet-
tivamente della sola u e della sola v. Allora, sviluppando
I’ equazione (grads$)® =1, si ottiene
2 2
N =v+v
ou v

che s’integra separando le variabili. Risulta manifesta-
mente

b= J\/m du ij\/V——_cdv ;

la guale contenendo la costante arbitraria ¢, permette di
di dedurre I’ equazione

_

*a"c“ = ¢
delle geodetiche (teor. prec.). Le superficie sulle quali il dP
pud acquistare la forma sopra indicata si chiamano super-
ficie di LIOUVILLE.

Se si cambiano i parametri u e v in altri p e ¢ in guisa

che sia
dp\*  (dq\* __ .
(@)~ () =0+7s
si pud porre
dp 4
coS 9 ———____du sen L _— d__v
27 VU7’ 2T NT+T’
e scrivere di conseguenza

d bd
e,
COS; Seng

(6) AP =
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Ora notiamo che fissate su (S) due curve (L) e (L,) non
geodeticamente parallele, si possono sempre considerare
le curve luogo dei punti le cui distanze geodetiche da quelle
curve hanno somma costante o differenza costante. Le
prime son dette ellissi geodetiche, le seconde iperboli geo-
detiche. Orbene & chiaro che se u e v sono le dette distanze
geodetiche, sard per le cose dette al n. 2

grads w =1 grads v =1.
E allora, se poniamo

u+v=2p, u—v=_=2,
sl trae

grads u +-grads v = 2 grads p, gradsu — gradsv =2grad; q;
da cui moltiplicando

grads p X grads ¢ =0.

Si conclude che le due famiglie p = cost, ¢ = cost di
ellissi e iperbole geodetiche formano un sistema ortogonale.
R il teorema di WEINGARTEN.

Si ricava poi quadrando

(grads p)* = % (1 + cos 0) = ¢os® g , (gradsq)* = sen® g,

eppero

0 6
gradg p = cos 5 b, gradsg=—=sen 5

a ¢ b essendo unitari e ortogonali. Ne consegue (n. 2 Cap. 11)
ad hd
(@) ar=<t 2,
cosg  seng
forma caratteristica di dP quando sia riferito alle due fa-
miglie di linee in discorso.
In particolare si deduce che le superficie di LIOUVILLE,
il cui dP ha la forma isoterma (6), la quale con un sem-
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plice cambiamento di parametri pud identificarsi con (7),
sono caratteriszate dalla esistenza sopra di esse di una
doppia famiglia isoterma di ellissi ¢ iperbole geodetiche. B
un corollario del DiINI.

5. Superficie di rotazione.

Se u indica 1’arco di meridiano contato a partire da
un certo parallelo, r il raggio d’un generico parallelo,
v 1’angolo che il generico meridiano fa con un meridiano
fisso (longitudine), si ha manifestamente

AP = adu + rbdv, (a>Xb=0)

ove @ e b sono i vettori unitari tangenti al meridiano e
al parallelo in P, e r & funzione di » in base alla forma
della curva meridiana. Si vede allora che questo dP, eon
un cambiamento di parametro, assume la forma di Liovu-
VILLE; epperd le geodetiche di ogni superficie di rotazione
8t otltengono con quadrature.

Nel caso presente, essendo

d 2
¢ = () =+,

la seconda dell’ equazioni differenziali (3) diventa
da cui si dednce

E siccome rdv/ds & uguale al seno dell’ angolo ¢ che
I’arco di geodetica ds fa col meridiano, ne consegue il
teorema di OLAIRAUT: In ogni punto di una geodetica trac-
ctata sopra una superficie di rotazione il prodotto del raggio
del parallelo per il seno dell’ angolo d’ inclinazione sul me-
ridiano & costante.
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6. Torsione geodetica.

Considerando ora la geodetiea uscente da P nella dire-
zione ¢, cerchiamo la sua torsione 1/t in P. La n, normale
alla superficie, & anche la normale principale alla geodetica.
Supponiamo che coincida anche nel senso, e poniamo
t, =t A n (binormale). Dalle formule di FRENET si deduce

1 dn
—_ _-:'—--d’}—)txt‘:GtXt/\Tl,
e quindi
%:t/\ctXn.

Ponendo dP=tds, si pud scrivere pil generalmente

1 _dPAs(dP)Xn
T ds* ’

®)

Se ci si vuot riferire alle direzioni principali ¢, e ¢, uscenti

da P e si pone
t =cosa-c, +-8ena-c,,
(e, Ne,=mn)
‘ t, —=sen o.¢, — COS a-¢,,
viene
ct:coso&-g‘,+senoc 2
‘l ”'2

Ora considerando una linea qualunque (L) uscente da P
nella direzione ¢, il BoNNET ha chiamato torsione geode-
tica della (L) in P la torsione della linea geodetica che
esce da P nella stessa direzione ¢ (tangente dunque a (L)).
Si vede allora che le linee di curvatura sono caratterizzate
dalla proprietd di aver nulla la torsione geodetica in ogni
loro punto, giacché I’ equazione differenziale di queste curve
é o(dP) AN dP=0.

Indichiamo la torsione geodetica con 1/, e cerchiamo
che relazione passa fra questa e la torsione vera 1/t della
curva (L). Si ha per una formula di FrRENET

1 dn,

—i=ap X%
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essendo 7., € b, la normale principale e la binormale in P
alla (L). Sia ¢, =t An e

n,=cosa-n+sena-t,, b, =—sena-n-cosa-t;
si ricava
dn, dt, do
dPt_cOSa-ct+senoc dPt—l—b dP
e quindi
1 dt de
—E_cosoc-ct><b1+senadpt><b +dPt
Ma
gt > b, =cosx-al X,
dt, . dt dt .
d—PtXbi_—-—sena dPtXn_—senoc-Ka?nXt
—sena Kd t, >Xt=sena-ot>X1; dt‘t><t =0
- dpP - v aP

per conseguenza

e+ 2%y
T 4T dP
e infine
1 1 do
® <=1, dap "

che & la relazione cercata.
» Risulta in particolare che la torsione geodetica coincide
con la vera solo quando sia o = cost lungo la (L).



CaritTorno IV.

Superficie rigate (‘).

1. Generaliti.

Data una curva (L) luogo dei punti P(s), ove s & I’arco;
se da ogni P si tira una retta la cui orientazione vari con
continuitd da punto a punto, si viene a costruire une su-
perficie rigata ; ed ogni superficie rigata si pud ottenere in
questo modo. Segue allora che ogni punto @ della super-
ficie & definito da

Q = P(3) + ru (s)

essendo w* =1 e z la distanza di @ da P sulla generatrice.
La (L) dicesi la direttrice. Si ricava

(1) dQ = (P'+ zu')ds + wdz,

ove P’ é la tangente unitaria in P alla (L).

Da w? =1 segue > w'—0; epperd i tre vettori noti
u, w', w A\ w funzioni di s formano sempre una terna or-
togonale. Porremo

’

uw w N\ v=w,

v
= ’
p(s)
per modo che w, v, w sia una terna ortogonale unitaria.
La normale n, essendo perpendicolare ad e, sard rappre-

sentata con questa terna da

1) n=cos0.v +senb.w.

() Lo sviluppo di questo capitolo & inspirato alla Nota di BuraLr
Forti: Sulle superficie rigate. * Rend. R. Ace. Lincei,,, 1918,
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Dalla identitd grad (n><u)=10 si deduce

dn due . du
K@u_—K@n, ossia cu__—Kg—n,
e siccom d—uu—O ne viene
iccome ="
2) su XX u=0.

Dunque ow & vettore tangenziale perpendicolare ad w in
ogni punto.
Percid si potra scrivere

o == mu A\ n = -Fmu, (u,=1).

E si vede subito che — m® non ¢é altro che la curvatura
totale. Invero si ha

I.o=ou CUDX N =FMm-ou u X n=-gm-ou, X1
2 1 -+ 1 Il -+ 1
== mu, X o = —m’.

Dalla (2) risulta intanto. che le generatrici sono asin-
totiche, come del resto & evidente a priori. Le loro traiet-
" torie ortogonali sono definite dall’ equazione

uXxdg=0,
ossia, per la (1), da

(P>} nu)yds+de=0;
la quale, per essere P’ ><w = cos« una nota funzione di s

¢ integrabile sen2’ altro con una quadratura.

Se il valore di dx che si ricava di qui vien sostituito
nella espressione di d@, si ottiene la lunghezza dell’ele-
mento lineare perpendicolare in Q alla generatrice wu; &
dunque il modulo di

dQ = (P’ + aw — cos «-u)ds,
ossia

2
mod dQ = /sen?oz—+—?— +2—x(l"’><'v)ds.
A
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Quando in un punto d’una generatrice 1’ elemento d@
normale alla generatrice @ & -anche perpendicolare alla
generatrice vicinissima e - w'ds, esso segna manifesta-
mente la minima distanza fra coteste due generatrici infi-
nitamente vicine. Ora da

UXdQ=0 e (u+uds)>Xd@=0

si trae

UwWXAdQ=P X u +z2u*=0
da cui

__ PXu _ N 39}
(3)A w———(W-‘—P(PXv)——%

epperd questo wvalore di x definisce il piede @, di cotesta
minime distanza sulla generatrice uscente da P. 11 luogo (1)
di questo punto @, & detto la linea di stringimento della
rigata. Ne consegue che la direttrice sard la linea di strin-
gimento quando, e solo quando, risulti P'><Xu' =0.
Sostituendo poi nella precedente espressione di mod d@
il valore =, ad @, si ottiene il valore della minima distanza:

Vsen? a — (P X v)*ds.
In virth della relazione
(P Xu)+ (P Xv)P+4 (P Xw?=1,
diventa semplicemente |
P> wds oppure P X uAwds.
Infine da P’'>< u—=—cosa si deduce, derivando,
P'><}u+P Xu=—sena- o,

Se la (L) ¢ geodetica, P” & diretto come n, epperd
P"> w=0, e viceversa; se & linea di stringimento, risulta,
come si & detto, P'>X w' =0, e viceversa; e se taglia sotto
angolo costante la generatrice si ha o' = 0. Pertanto si eon-
clude : ,

Se ad una linea tracciata sopra una rigata appartengono
due delle tre proprietd : 1) di essere geodetica; 2) di essere
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linea di stringimento; 3) di tagliar le generatrici sotto an-
golo costante, ad essa appartiene anche la tersa. B un teo-
rema di BONNET.

9. Modo di variare di » lungo una generatrice. Teorema
di Chasles.

Vediamo cowme varia 2 quando ¢ si sposta lungo una
fissata generatrice. Si ha chiaramente (dQ normale ad u)

" d@ ANuw P ANuAzu'A\uw ds
T moddQ mod d@
Ponendo

P’ = cos &1t -+ sen o (COoS Qv -+ sen @ )

si trae
P’ A\ 1t = —sen « cOS ¢-w -+ sen « sen ¢- v
P'Xl’:SCDdCOSCP:—-i;—O, w A u-_-:———%l)—’.
Talché risulta
n={2"%w+senasengy.v ds
“\ 9 Sen et mod dg
Confrontando con la (1) si deduce
ds (x,— 2)ds
50 == 5 ¢ — 0=
©o0s sen o sen ¢« ——o a0’ sen p mod dQ’
e quindi
(4) tang 6 = T8 T
P sen a sen ¢ h

Questa formula dovuta a CHAsLES da la legge che si
cercava; mostra ciod come varia il piano tangente alla ri-
gata quando, partendo dal pauto di stringimento, il punto ¢
si sposta lungo una generatrice. Il parametro h dicesi il
parametro distributore.

Se si considera il punto @(z,) per il quale sia

x, — x, = — h cotg 6,
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lo stesso piano che & tangente in @() risulta normale alla
superficie in @,. Percid ad ogni piano passante per una
generatrice corrispondono due punti, in uno dei quali
questo piano & tangente alla superficie, nell’ altro ¢ nor-
male. Avendosi

(x, —2,) (g — 2) = — I?,

queste coppie di punti generano sulla generatrice una in-
voluzione, della quale Q. (z,) & il punto centrale.

3. Curvature.
Per il calcolo delle curvature nel generico punto @ ser-
viamoci delle formule del Capitolo 1I, e cioé

| X-; -—-"s/ A “wlxn I c-——("s, A Qx, - nm, A Qs/)x n
TTTQINQS X T N Qs X n ’

notando che si ha, in base alla espressione di d¢,

Q =P+ xw, ¢, =u,
e per una posizione fatta
n=cos0.v+4-senf-w.
Si ricava intanto .
n, =cosb-v'4-sen 6. w', n, = (— senH.v 4 cos 6-u)8,’;
poi notando che sussistono le relazioni

VAUX=vXvAn=®>Xu)senb,
w AvXn==(uXw)sen 6 =0 ()

w AwXn=— X w)cosbh =0,
VANWwX n=—(uXv)cosb,

il numeratore di I,c diventa semplicemente

— cos 0-(u XX v') b, .

() w' =w' Av+uAv, e quindi w' Xu=u XvAu=—u'>Xw=0,
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Ma
v =pu’+pw, vXu=puXu’ —
giacché
XU =—uwXu=— 2—)15,

cos 0

percid quel numeratore & 6, -
Quanto al denominatore si ha
Q' NQs =P+au)Nu=PAu —p

talchd sostituendo a P’ A w I’espressione calcolata nel nu-
mero precedente risulta

€, — %
Q; N\ @5 =senaseng.-v -+ — w
e quindi
’ ' . 0 r,— % 9
Q, A\ @, ><nm =sen «sen ¢ cos 6 - sen
T, — %
=senasen ¢|cos 6 - sen 0).

. » . . . RN
In virtlt della formula di CHASLES, si ottiene piu sem-
plicemente

senasene  h
cosb  pcosb’

Qs,/\ Qm’ Xn=
In conclusione si trova

cos* 0

126 = h

0,

Si pud anche calcolare 8, derivando la formula di
CHASLES ; e allora si ottiene
0, 1

cos?® § R’




[Cap. IV) 79

e quindi
4
) To=— cos* 6

R

formula notevole della curvaturae totale.
Ora passando al calcolo dell’ invariante primo, si ha
per le formule precedenti

nXn,/ N\Q, =(cosb-v'+senbw)>u A n=
= (cos 8- v’ +sen 8. w')>(cosf.w —senb.v)

=cos*0-v><w —sen* .o XX w=vXw,
perché

wXw =0, vXXvv=0, —v'X}Xw=vXw.
E similmente

ny ANQy X = (—senl.-v+cos0-w) X (P -+ zt') A n-0,
=(—senf.v+-cos0-w)>(cos6- P\ v+
+senb. P'A\ w+xsenb.u' A w)b,’
=(PXvAw)b, =—(PXub, = —
= -—cosa -6,
Per conseguenza risulta

Io— v > w4 cos x-0,
e h/pecosH

Usando il 6, dedotto di sopra, e notando che & |
v XK w=pu’' X w,
si ha infine per la curvatura media la formula sempiice

__pcosh

(6) Lo =225

(ph{se" > w) — cos « cos® 0).

Se la direttrice & traiettoria ortogonale della genera-
trice (e si puo sempre sceglierla tale), si ha semplice-
mente
cos*H _pcosH

ILo=— 53— o= .
2 p*sen*q’ ! sen ¢
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4. Deformazione delle rigate.

Immaginiamo di deformare la direttrice di una rigata (S)
come fosse una linea flessibile e inestendibile, in guisa che
trasporti seco le generatrici mantenute rigidamente colle-
gate con essa. Si otterrd cosl una nuova rigata. Se I ele-
mento lineare di questa conserva la stessa forma

AP = (1 4+ P' X + z1’’) ds’ + 2 cos « dsdx + A

di quello della (S) primitiva, si dice ch’essa & applicabile
su quella ; giacchd la si pud pensare ottenuta per defor-
mazione da (S), quando &’ immagini la (S) come realizzata
mediante un velo flessibile e inestendibile.

La ricerca dunque delle superficie applicabili su (8) si
riduce a determinare P(s) e w(s) in guisa che sia ’
P =l u’gzl%, P> u=cosa,

essendo I, p, o funzioni date. Posto, rispetto a una terna
fondamentale fissa,
w = cos B-i + sen P(cos y-j + sen Y- k),

la seconda equazione diventa
2 2 2 1
B -+ v" sen ﬁ:‘:}?,

che permette di determinare v, fissata che sia § ad arbitrio.

Cosi restan noti « e «'; epperd sono noti per ogni valore

di s i vettori v e w considerati nei numeri precedenti.
Dopo ¢id resta da risolvere rispetto a P’ il sistema

P'Xv=1lp, P >Xu=cosa, PP=1.
Si ha
wA P = Av)\ P'=cosa-v— Ipuw;
e moltiplicando ancora vettorialmente per w si ottiene
P — (P X wyw=cos a-u + lpv,

da cui
1 — (P’ Xw)* = cos’ & + Fpt.
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Abbiamo dunque le tre proiezioni di P :
P'Xu=cosa, P'X}Xv=pl, P'>X}w==Vsen'a— p'l’,
cosicché si deduce

(7 P'=cosa-u-+ plv=* Vsen® a — p*lPw,

da cni con una quadratura si ottiene P(s).

Abbiamo visto che P’'>wds & la minima distanza di
due generatrici infinitamente vicine ; epperd quel radicale &
reale e diverso da zero, se la rigata non & sviluppabile.
Si noti infine che fissata 1’ arbitraria 8 di eui sopra, si
ottengono due superficie deformate corrispondenti ai due
segni della formula precedente.

Si pud naturalmente valersi della arbitrarietd di B per
imporre alla deformata opportune condizioni. Ma questo
riuscirebbe in massima difficile. Percio il BELTRAMI ha so-
stituito un altro metodo a questo, che & dovuto a MINDING.

B chiaro che deformando la superficie, come si & detto
di sopra, si ottiene sempre una rigata, ma non & sempre
applicabile sulla data. Ed allora si pud dapprima cercare
le forme della direttrice che corrispondono a superficie
applicabili.

Indichiamo con ¢ 1’angolo che la binormale & in P
alla direttrice fa con la normale n in P alla rigata. Sia »,
la normale principale, ¢, la direzione tangenziale perpen-
dicolare a P'=1t, (n==¢ A ¢,). Si ha

P'>Xu=cosa, ¢ >Xu=senao
b=send-t +cosd.n, n,=cosd-t —send.-n,

dalle quali si ricava
t>Xuw=cosa, n,>Xu=senacosy, b>u=senaxsend.

Essendo per le cose dette di sopra ¢><u =1, si ha, deri-
vando la prima e usando le formule di FrReNET,

sena cosd
£

Burgatti 6

{+ —sen a-a,
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ossia

cos ¢ ( ! ,)
= + a5 s

P sen «
la quale dimostra che la curvatura tangenziale della diret-
trice non deve variare per deformazione.

Ora derivando le altre due, e tenendo presente che
t, > = — cos® & -sen « (1), coll’uso delle formule di Fre-
NET si ottiene

(4

(E — IE)) > 4 n, X u' == (sen « cos Y

Ei—?—z 4+ b > = (sen asen ¢y

ossia

coSa  Senasen cos Y cos’a
____¢¢ ,___——¢ — (n ) sen b =
e T sen o

— (sen « sen )

cosp sena SBB—LpfcrOio-‘ + (n>< u)cosd =(sen « sen Y.
2 sen «

Tliminando fra queste e la precedente nXw e ¢ si
ottiene una relazione fra le due curvature p e t della di-
rettrice. Scelta allora una curva soddisfacente a quella
relazione, risulteranno determinate ¢, 2,, b, indi ¢ e infine

w = ¢0s o1& -+ sen « (cos §-n, 4 sen -b).

() da w=cos a-t +sena-t,.
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Rappresentazione delle superficie
e superficie applicabili.

1. Rappresentazione di una superficie sopra un’ altra.

Quando si stabilisce una corrispondenza P, = f(P) fra
i punti P e P, di due superficie (S) e (S,), si dice che si
fa una rappreseniazione di (8) su (8,). Considerando I'omo-

grafia B:dd—%’ (funzione di P), supposta invertibile, la re-

lazione
(1) dP,=BdP

da la corrispondenza fra gli spostamenti dP uscenti da P
e gli spostamenti-dP, uscenti da P,; cosicché la § tra-
sforma ogni direzione tangenziale a (§) in P in una dire-
zione tangenziale a (§,) in P,.

Se d P e 3P sono due spostamenti ortogonali, tali saranno
anche i corrispondenti dP, e 3P, quando risulti

BdP>< B3P =0.

Posto KB-B=1y, che & dilatazione, questa condizione
diventa
8P ']’dP =0;
la quale sard soddisfatta insieme a 3P dP = 0 quando sia

ydP =mdP.

Dunque esiste una coppia di direzioni che si conserva
ortogonale nella rappresentazione ed & la coppia delle
direzioni unite della dilatazione y. Ne consegue il teorema
di Tissor: Esiste sempre un sistema di linee ortogonali
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su (S) che si conserva ortogonale nella rappresentazione
di (8) su (8,). I’ equazione ditferenziale di tale sistema &
manifestamente

(2) dP A\ ydP=0.
Posto
dP,=ds,t,, AP =ds-t (¢, e t vettori unitari)

si ha
ds,t, =ds-Bt, ds’=ds*-(yt X t)==m*ds’,
eppero
mr =yt X ¢

chiamasi il modulo della rappresentazione. E in massima
funzione di P e di .

Ponendo poi ht_u: P — M, I’equazione
YW(P—M)X(P—-M)=1

rappresenta nel piano tangente a P una ellisse (lnogo dei
punti M); onde, essendo (P — M)* =1/m? si deduce che
il modulo in P varia con I’ orientazione come I’ inverso del
semidiametro di cotesta ellisse.

La considerazione di y si presta a varie altre deduzioni
facili a vedersi; qui non ne diremo altro.

2. Rappresentazione conformae.

Quando il modulo m & indipendente dalla orientazione
(ma funzioue di P)I’ellisse precedente degenera in un circolo,
epperd la y non pud essere che 'omotetia m*. Si deduce su-
bito che in questo caso tutti i sistemi ortogonali si eon-
servano ortogonali nella rappresentazione, e percio anche
gli angoli di due direzioni tangenziali qualunque,

Inoltre, essendo proporzionali gli elementi lineari cor-
rispondenti, ogni triangolo infinitesimo su (S) risulta rap-
presentato da un triangolo simile su (S,). In questa rappre-
sentazione ¢’ é dunque similitudine nelle partt infinitesime,
percio essa vien detta conforme.
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Segue anche che ogni sistema isotermo di (S) ha per
immagine su (8, un sistema pure isotermo; giacchd da

dP = N(adu + bdv) (aXXb=0)
si trae in base alla rappresentazione,
dP,=mN (adu + bdv).

E inversamente ; se i sistemi isotermi si corrispondono
sulle due superficie, sard necessariamente ds} = m’ds’. E
allora, per le cose dette al Cap. II (n. 4), si ofterranno le
rappresentazioni conformi di (S) su (8,) uguagliando la
variabile complesse di (S8) & una funzione della variabile
complessa di (S,).

Una superficie pud anche rappresentarsi conformemente
su se stessa, facendo corrispondere due dei suoi sistemi
isotermi. Ma qui non entreremo in particolari, che sono
studiati in appositi libri d’analisi.

3. Superficie applicabili.

Poniamo ora la condizione che in virtit della rappre-
sentazione ogni elemento ds di (S) conservi la sua lun-
ghezza su (8,); dovra risultare

(dP,)* = BdP > BdP = dP > KB(RdP) = (d Py,
per conseguenza
y=KB-B=1, ossia Kf=p§""

Ma questa & la proprietd che caratterizza le isomerie;
percid la condizione imposta potrd solo verificarsi se § &
isomeria a invariante terzo ugunale a uno. Allora definia-
mola interamente mediante la corrispondenza

dP,=8dP, m,=pn,

ove # ¢ n, indicano le normali a (8) e (S§;) nei punti cor-
rispondenti., Fsse non sono contraddittorie, perche da

dP,>n,=0
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si trae
BAP X Bn=0, dPX<XKp(Bn)=dP>Xn=0,

che & vera.

Manifestamente tutti i sistemi ortogonali di (8) si con-
servano ortogonali su (§,), e in generale gli angoli di due
direzioni tangenziali qualunque si conservanmo. Ma ora si
domanda: Data la (S) & sempre possibile questa rappre-
sentazione sopra una (S,) qualunque? Se si ricorda quanto
si & trovato al n. 7 del Oap. II, e ciod che la curvatura
totale & esprimibile coi soli coefficienti del ds®, si deduce,
a cagione della relazione imposta ds*=ds,*, che la (8,
deve avere nei punti corrispondenti la stessa curvatura to-
tale di (S).

La (S) e (9, si chiamano allora superficie applicabili
Iuna sull’altra; la metrica sulle due superficie & identica.

Se la (8) ¢ immagina realizzata mediante un velo fles-
sibile e inestendibile e la si deforma senza rotture né du-
plicature, ogni deformata & una (8,) applicabile su (S) con
la deformazione inversa. Ebbene la curvatura totale rimane
invariata. Queste deformazioni si chiamano deformazioni
per flessione.

Del resto, a parte 1’ espressione gaussiana della curva-
tura, la proprietd ora detta si pud dimostrare direttamente
nel seguente modo indicato da BUraLI-Formi. Senza to-
gliere generalitd si pud pensare la (S) orientata in guisa
che nna sua terna ortogonale in un certo punto P, della
quale faccia parte n, sia parallela alla corrispondente di (S,)
in P,. Allora in P & §=1.

In P4 dP sard 8 =1-¢, con ¢ omografia infinitesima.
Ora, dovendo essere

(1+4+¢)-K(1+4+¢)=1,
ossia
e+ Ke —= — eKs,

segue che la dilatazione di e (il primo membro) & infini-
tesima del 2° ordine, cosicché la e, ossia df, pud ridursi
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alla sua parte assiale. Poniamo dunque
=i, BP=JjA
¢ e j essendo infinitesimi. Allora da n, = fn si deduce
dn,=dn +en=dn+i An, n,=28n+jAmn,
da cui
dn, AN3n,Xn,= (dn+i An) \Q@Pn+jAR)Xn,

perché nel secondo membro basta prendere la parte n
di n,=n + en.

Sviluppando e trascurando gl’ infinitesimi di ordine su-
periore, risulta

» dn, ANn,Xn,=dn \nXn,
ossia
6,dP, N\ 6, 2P, X ny=adP )\ a8P > 0.
D’altra parte si ottiene aunche, nella stessa approssi-
mazione,
AP, A\ 3P, X n,=8dPA BEPXBn=dP \SPXn;
eppercio risulta

G, dP, A\ 5 8P X 1, cdP )\ 8P Xn
AP, N8P, >Xn, — dPASPXmn '’

che dimostra I’ uguaglianza delle -curvature totali.

4. Invarianti di flessione.

Oltre alla curvatura totale esistono altri invarianti di
flessione, che sono pure utili a considerarsi per la risolu-
zione dei vari problemi inerenti a questa teoria.

Taluni sono quasi evidenti; ma si possono determinare
con una ricerca sistematica; e noi seguiremo quella indi-
cata da BoTTAssO (Y).

(1) Sulla flessione delle superficie.. « Rend. R. Ace. Lincei », 1915.
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Premettiamo che ad ogni vettore tangenziale v(P) cor-
risponde su (§;) un vettore », pure tangenziale, perché
v, Xn,=BvXBr=vXn=0. Da n,=pn si ricava dif-
ferenziando

(3) dB-m=dn, —fdn =qs,dP, — Bod P == (5,8 — Po)dP;

formula utile (‘). Inoltre da RSP =3P, (3 differenziale),
si ha

dB(3P) =d3P, — B(dSP);
e quindi, per la formula di sviluppo del doppio prodotto
vettoriale,

dBEP) A [dP, A\ 8P, = [d8P, <8P, — B(d3P)>< 3P, AP,
— [d8P,>< dP,— B(d3P) X d P3P,
=[d3P,><8P,—d3P>23P)dP,
— [8d P, X dP,—&dP>XdP]5P, (*.

Ma questo secondo membro & nullo, come risulta dalla
differenziazione di (dP,)*=(dP)* o di (8P,)*= (3P)%; ep-
perd dB(3P) ha la direzione di dP, A 3P,, ossia di m,.
Segue dunque in generale (essendo v vettore tangenziale
qualunque come 3P)

d-v=nhn,.
Si ricava
h=m,><df - v=10> Kd§-n, = v (K3 — K8.0,)dP, ,
ossia
h= (8o — o ,Blu XX dP,;
che sostituita nella precedente da la seguente formula:
4) dB-v=[(fo—o,B)v><XdP,]n,=H((Bs —c,B)v,n)dP,.

Mediante le formule stabilite si deduce (da v, = Bv)

dv,=Bdv -+ df-v =23 %} KB(dP,))+ H((fs — c,B)v,n,)d P,

() Insieme alla analoga dKB-n, =— KdB-n,= (cK8 — KBs,)dP,.
(®) Si ricordi che Kp(dP,) = g—tdP,—dP.



[Cap. V] 89

e perciod
dv,
5) dP BdPKB + H((Bs — o,B)v, n,)
Ne consegue anzitutto
dv, . dv
(6) P, n, =8 ap”

Inoltre

dv,

av dv
Iagljo‘ozll(ﬁ ﬁ) (BG_GOB)”X”O:‘L(KB'BEF)—F
+ v XX (6Kpn, — Kfs,n,),
OSSia’ essendo Kﬁ B =1, GKﬁno =on =290, o,n, =0,

dv dv
(7) I‘ d—?i:I‘d'—_—P.

) ) . . dv . 3 ,
Dunque 2 invariante primo di iP é un invariante di

Jlessione.
Sia ora ¢ funzione di P. Si ha per definizione

grads 9 X dP =dg.
Se ne deduce

grads ¢ XX KBdP, = f(grads ¢) X< dP, =dyp
e quindi
(8) P(grads ) = grads ¢(P,).

In base a questa e alla (6), sono invarianti di flessione

. dv \}
(grads ¢)* e (d—P")’

come risulta moltiplicando ciascuna di quelle uguaglianze
scalarmente per se stessa (!).

(*) Manifestamente anche grads ¢ >< grads ¢ e
(grads ¢ A grads §)? = (grads ¢)%(grads ¢)? — (grads ¢ >< grads ¢)2.

sono invarianti di flessione.
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Se poi nella (7) si pone v=grads¢, risnlta che & in-
variante di flessione

d grads ¢

L dpP

, ossia div, grads ¢.
E similmente, ponendo v = grads ¢/mod gradyp, risulta

ehe
1 v 8o
9 dlkvs<mod grads cp)’

ossia la curvature tangenziale d’ogni linea ¢ = cost e un
invariante di flessione (cosa visibile, del resto, con semplice
ragionamento diretto). In particolare dunque le geodetiche
(1/g=0) si trasformano per flessione di (S) nelle geode-
tiche di (S,).

Applichiamo ora I’ operatore I, alla (5) e, ricordato che &

s o) ).

sviluppiamo secondo la formula ()
L(e-+ H(a, b)) =Loa+T1a-a>Xbd— a < ab,

osservando che nel caso presente & a>b=0. Si ottiene

subito
dv, . dv dv
9) I2m—12ﬁ)—‘(§°_coﬁ)v><pd-f>n-

Di qui risulta in particolare: gqitande Z—vpné nullo (%),

, . . dv ) . . .
I invariante secondo d’gp ¢ un invariante di flessione.

(4) Essendo in generale, come facilmente si verifica,

1 () = Ty 4= Tomy = Tioee Doy — Tp(a - y)
6
I,(«H(a, b)) = a < xb, I,H(a, b) =0,
ne segue
I(x + H(a, b)) =Tpx + e a X b — @ X ab,

che & la formula che qui si applica.
(*) o parallelo a n.
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Indichiamo eon ¢ e ¢ i parametri nei punti corrispon-
denti P e P,. S? ha
) oP or

aP =" dy+ 50 A

onde applicando 1’omografia § della corrispondenza si ot-

tiene B @E
ap,=5(3, ) ae -+ 8(55) 20

e quindi paragonando

o) el

Ne risulta, per la proprietd di 5,
oP, AP\ (3P,\* _[oP\ 2P, oP, jc)f or
(=) (=6 <7 =%<w

che dimostra ¥ invarianza di coteste quantita.
Si osservi perd che questi invarianti non sono distinti
dai precedenti. ¥ invero dalla nota identitd

(@NbXu=u>Xa-b)\c—+ u>X b-eha+uXc-aNb (),

posto
a=grad,p, b=gradsy, c¢=n, wu=dP,

si deduce
(grads p Agrads XX n) dP=dy-grad. $ An — dy.grads o An,
e per conseguenza

oP __ grad, Y AR oP_ grads p A1
3 grad,pAgrads p><Xn’ ) grads pAgrads $Xn ’

(1) 8i pud sempre scrivere

) u=pbAc+ q-cAa +r-aAb,
da eui
ux<Xa=pbAcx<a)..ecc.;

quindi risulta I’identitd soprascritta.
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i cui quadrati si esprimono appunto mediante gl’invarianti
(grads 9)%, (grad ¢)*, (grads o ><lgradS $)*.

Si ricava inoltre dalle precedenti il ds* espresso per le
nuove variabili ¢ e ¢:

ds?— (BTads§)de® —2(grads p><Xgrads b)de d-+(grads o) d}*
- (grads ¢ A grads ¢)* '

(1

5. Invarianti particolari.
Gl invarianti precedenti possono dirsi generali, data la
generalitd di ¢ e ». Prendiamo invece i gradienti delle

funzioni particolari
1 .
g= kX (P — 0), sz(P_ 0y, f=(P—0)Xn,
essendo O un punto fisso e k vettore costante (il loro signi-

ficato & manifesto). Si ha (vedi nota al Cap. II, (n. 2))

grads 2 =k — (kX n)n, gradsp=(P— 0)— fn,
grads f =o(P — 0)

e quindi

dgradsz L dn "

—qp = (kXX n) iP = Higrad, (k> n), n)
(12) = — (kX n)s — H(sk, n)

dgrads p

—p = 1 — fo — H(grad, f, n)

=1—fo — H(a(P — 0), n).
Queste mostrano che

d grads p

d grad, z )
apP

P 1 =0, n=mn;

epperd si conclude per le cose dette (9) che non solo gli
invarianti primi, ma anche

dgradsp
dapP

d grads 2
apP ’

12 I2

sono invarianti di flessione.
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G’ invarianti primi hanno espressioni notevoli messe
in evidenza da BELrrRAMI. Dalle precedenti si deduce
subito

divs gradg 2 =1, %ﬁ =—(kXn)lso
(13) |
divygradsp =1, —q%%y =3—f-10,

ove I 0, come sappiamo, & la curvatura media; sono ap-
punto le espressioni cercate.

Applicando poi I’ operatore I, alle (12), e valendosi delle
formule gia adoperate, si ottengono per gl’invarianti se-
condi 1’ espressioni seguenti (‘):

I, d—gc-;;«)diz =(1—(grads 2)*)-1,0
(14)
d grads oy dgradg S
I, gdP——P: o], —% — [(grads 2’ — 26]T,0 — 3,

ove L0, come sappiamo, misura la curvatura totale.
Occorre notare che se s’introduce la derivata superfi-
ciale d’un vettore mediante la definizione

e _de g2,
dP). T dP ap ™)

sl ha per le cose dette dianzi

((l gradg z) __dgrads z

dP ap
dgrads g\ _ dgradsg o
( dP > 4P Ho, ),

e percio si vede che anche gli invariants primo ¢ secondo
delle derivate superficiali sono invarianti di flessione.

(1) Si tengano prerenti le relazioni

(grads 2)* =1 — (A ><Xn)% (grads 2)* =20 — 12,
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In particolare si ha

dgradsp\ o dgradsp dgradse
Iﬁ( aP )S—I? ap L Tap b

epperd la seconda delle (14) espressa con le derivate super-
ficiali diventa

, dgrads g\ dgrads g\  —=* -
(14) L, (T)S_Il (—dP——), [grads g — 2p]L,0 — 1

6. Problemi relativi alla applicabilita.
1 principali problemi che si presentano mnella teoria
della applicabilitd sono i seguenti:

1) date due superficie, riconoscere se sono applicabili
I’una sull’altra ;

2) determinare tutte le superficie applicabili sopra
una superfleie data ;

3) deformaré per flessione una superficie in guisa che
una sua linea acquisti una data forma o proprietd pre-
stabilita ;

4) determinare tutte le coppie (S) e (S,) di superficie
applicabili tali che, quando (S,) rotola su (8), un punto o
una retta rigidamente collegati con (§,) deserivano rispet-
tivamente una superficie o una congruenza rettilinea aventi
proprietd prestabilite.

Le considerazioni degli articoli precedenti consentono
di risolvere o di discutere questi problemi; ma qui non
vogliamo farne una trattazione completa, per non uscire
dai limiti del nostro programma (*). Considereremo soltanto
in succinto il primo problema, che si risolve compiutamente,
e qualche caso particolare dell’ultimo.

Riguardo al primo problema, siccome la curvatura totale C
e (grads 0)® sono invarianti di flessione, dovra esistere una

(1) Vedi L. BraxcH! « Lezioni di geom, differenziale » e la Memoria
« Alcune ricerche sul rotolamento di superficie applicabili ». Rend. Cir.
Mat. Palermo, 1914, 2* serie.
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corrispondenza fra i punti P(u,v) di (S) e Py(u,,v,) di (S))
che renda soddisfatte le nguaglianze

C(u, v) = Cy(u,, v,)

(15) (grads C)® = (grad,, C))*..

Se queste sono coniraddittorie, I’applicabilitd & manife-
stamente impossibile. Invece, se sono compatibili e indipen-
. denti, esse stesse devono essere atte a definire la corrispon-
denza fra i punti di (8) e (8,). In questo caso, posto per
semplicita

C' = (grads 0)?, C, = (grad,, C,),

.0 le relazioni d’invarianza

(grad, O = (grad, C,)’,
grad, 0 X grad, €' = grad,, C, > grad,, €,

sono conseguenze delle (15), e allora si conclude per I’ap-
plicabilitd, giacché in base alla (11) il ds* di (S) diventa
identico al ds}? di (S,); oppure non sono conseguenze
delle (15), e I’applicabilitd diventa impossibile.

Resta da esaminare il caso in cui le (15) non sono
indipendenti.

Se questo accade, bisognerd considerare un altro inva-
riante di flessione in luogo di €’. Si puo prendere div, grad, C
e serivere
(16) div, grad, € = divg, grad,, €, (4, C=A,,C,)

unitamente a C = C,; su questo sistema si ripetera il ra-
gionamento precedente. Ma se tanto la seconda delle (15)
quanto la (16) non sono indipendenti da C=C,, si ha un
nuovo caso da esaminare.

Sia dunque

(grads O =fIC) (grad,, €\ = f(C,)
A, € = F(C) A, €, = F(C,).

Consideriamo una qualunque superficie la cui curvatura ¢
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soddisfi alle prime due condizioni. Riferiamo i suoi punti
alle linee € = cost e alle loro traiettorie ortogonali ¢ = cost.
Si avra

grad, ¢ > grads (=0 e quindi grads¢=m-n Agradg C.
Da questa si trae
(grad, ¢)® = m*(grad, C)* = m*f(C);

e vogliamo ora determinare il moltiplicatore m.
A tal fine, essendo inversamente

%grads o An = grads C,
si oftiene
divy grads C = grad, %Xgrads o An=—grad, log m>grads C (),

08sia
grads log m X grads C = — F(C).

Ma avendosi

log m rad, ologm

radg lo m—a
grads 108 M = "3y ¥ 30

grad, C,

risulta sostituendo

dlogm . ~
a0 (grads 0)) = — F(0),

ossia
dlogm _ F(CO) .

da cui si deduce

m=>a0 ef‘b(c)dc = OI((),
ove @ & funzione della sola ¢. B allora, essendo

(grads Oy = f(0), (grads 9)° = ®2L27 grads X< grads ¢=0,

(*) perché divs (grads o An) =0.
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risnlta in base alla (11)

ac? | d¢?
2
=50 T oL

talché con un opportuno cambiamento di parametri 0= h(u),
D =h,(v) si avra
ds® = du® + R*(v)dv®.

Questo elemento lineare appartiene alle superficie di
rotazione (Cap. III, n. 5); percid si conclude che le super-
ficie considerate sono applicabili sopra una superficie di
rotazione, la cui linea meridiana dipende esclusivamente
da F(C) ¢ f(O).

Risulta di qui che le linee ¢ = cost sono geodetiche
di (8), cosa che si poteva vedere fin da principio.

Da questo teorema risulta subito: le due considerate
superficie (S) e (S,) sono sempre applicabili I’ una sull’ alira,
perche sono tutte e due applicabili sulla stessa superficie d@
rotazione, e cio in infiniti modi.

7. Caso delle superficie a curvatura costante.

Si dimostra che due superficie aventi la stessa curvatura
costante sono sempre applicabili I una sull’ altra in una
tripla infinitd di modi. La semplice e diretta dimostrazione
data dal BIANCHI & la seguente.

Riferiamo i punti di (S) a una famiglia di geodetiche
e alle loro traiettorie ortogonali; avremo per cose note
(Cap. III, n. 2)

an dP=adu+ VGbdv (@*=0"=1, a>b="0)

ove v = cost sono le geodetiche, du il loro elemento d’arco.
Si pud fare la scelta in guisa che la particolare linea u—0

() Si ricordi (Cap. II, n. 13) che le eurvature tangenziali sono in
generale (quando a >< b =0)

1 VG 1 WE

VEG @’ VEG v
Burgatti 7
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sia essa stessa una geodetica e che il parametro v sia I’ arco
di questa linea contato da una origine fissa 0. Allora, essendo
nulla la curvatura tangenziale di u=0e(dP),—, = dv, siha (')

Dalla formula di Gavss (Oap. IL, n. 13, (II)), posto

1 . s
= C, si ricava nel caso presente
12

1
% 1V 9[laV@| 1(VE\'__ 1 V&
(18)0’:———7—(-— = = —= =——=
u \g, w\VG du G\ u VG
Ora distinguiamo i tre casi ¢ =0, ¢ >0, 0 <O0.
Se & (' =0, risulta subito integrando

VG =f@)u + f,(v).

Ma per soddisfare alle (o) bisogna prendere f(v) =0,
f(v)=1, epperd VG=1.

L’elemento (17) diventa quello del piano; la (8) & ap-
plicabile sul piano, ossia & una sviluppabile.

Se 8 0 ==, > 0, si ricava integrando la (18),

1
R
VG =f(v) cos % + f,(v) sen %,

che per le (o) si riduce a

— (1
VG_cosR.

Lo spostamento
dP = adu -+ cos - bdv
compete manifestamente alla sfera di raggio R; onde si
conclude:

Le superficie a curvatura costante positiva 1/ R? sono
applicabili sulla sfera di raggio R, eppero U una sull’ altra.



[Cap. V] ‘ 99

Sia infine € = — 1%2 < 0. Si ricava nello stesso modo
V@ = senh % (seno iperbolico)

e quindi

dP = adu + senh %-bdv.

Dunque lo spostamento sopra ogni superficie a curvatura
costante negativa é riducibile a questa forma, che si dice
appartenere alla superficie pseudosferica di raggio R. Esse
dunque sono applicabili I’una sull’altra, e D infinitd dei
modi di applicabilitd risulta dalla arbitraria scelta della
famiglia di geodetiche sopra considerata. Per lo studio
di queste superficie il lettore potrd vedere il classico libro
del Bra~cHI.

8. Problema di Bianchi-Calo. :

Passando ora a trattare problemi del tipo 4) enunciato
al n. 6, consideriamo il seguente problema d¢ CALO: trovare
le coppie (S) e (S,) di superficie applicabili, tali che la di-
stanza di un punto qualunque P di (8) da un piano fisso (n)
uguagli la distanza del punto cowzspon(lente P, di (8, da
un punto fisso O.

Sia % il vettore unitario normale al detto plano, le
condizioni del problema sono

(19) (dPP=(aP)y, EX((P—0)=(P,—O0).
Differenziando la seconda si ottiene

P,—0)>dP,
EXP—0) "

Tes<dP ="

E siccome
kX (P — 0)=mod P— 0), mod dP=mod dP,,

si conclude che i segmenti condotti per i punti P normal-
mente al piano () hanno la stessa giacitura, rispetto agli
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elementi dP del piano tangente in P, come i segmenti
(uguali) OP, congiungenti i punti P, con O rispetto al
piano tangente in P, a (8,). In base a questo il problema
epunciato equivale al seguente: dato un piano fisso (w),
trovare una superficie (S) tale che, immaginando i segmenti
PM tivati dai punti P normalmente a () invariabilmente
collegati alla (S) nelle sue flessioni, esista una deformata (S,)
di (S) per la quale tutte le estremitas M si uniscano in un
sol punto O.

Allora & facile comprendere che facendo rotolare la (8y)
sulla (8) (i punti di contatto dovranno essere i punti eor-
rispondenti), il punto O trascinato da (§,) (invariabilmente
collegato con essa) nelle sue oo posizioni descriverd il
piano (m); epperd il problema di CALO & equivalente a
quest’altro del BIANCHI: determinare tutte le coppie (S) e (S,)
di superficie applicabili tali che un certo punto O trascinato
da (S,) nel suo rotolamento su (8) descriva un piano.

Seriviamo la seconda delle (19) sotto la forma piu
semplice

5* =20}
ne deduciamo (*)

dP
5 grads s = K -5 (grad, £o);

ossia, per la proprietd di {3:%119—)" (n. 3),

B(z grads 7) = grad, p,;

cosicché grad,p, e 7z grads z sono vettori tangenziali corri-
spondenti rispetto alla omografia B della applicabilita.
Allora, applicando le (7) e (9), risulta

d grad,p, I d{z grad, 2) I d grad, g,
1 ? 2 -

d(z grad 2)
dP, dP dP, ’

L dP

L

\ ap
() In generale & gradp ¢ =K 3150 (gradp ). Per semplicit,in lnoge

dell’ indice s, scriviamo soltanto 0.
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Dopo cid, se nella (14), poniamo ¢, e P, in luogo di p
e P, e teniamo conto delle precedenti, si ottiene ()

d(z grad z)
apr

d(z grad; 2)
L,

aP — L

= (2 — grad,® g)) I,o, — 1.
Ma
(grad, g,)’=B(2 grads 2)><p(sgrad, 2)=(sgrads 2)* (KB-f=1)

. 1 d grads z
T 1—(grads ) "* dP

Lo, =10

in virth della prima delle (14) e perché le curvature totali
sono uguali nei punti corrispondenti; percio risulta

d(z grads 2) I d(z grads z) 1— 21 d grads 2

@) L —p— —L—p 2 4P

E in forma assoluta U equazione differenziale del 2° or-
dine a cui soddisfano tutte le superficie (S).
Pud assumere altre forme. Poviamo per brevitd

gradsz=wu, kXn=12;

si ha
du du dzu
2 o )
zIzdP I( dP) I(dP H(u,u))
dzu dsu u? dzt
=Lgp—Lgp W +u X}Z—Pu

con w*—=1— Z% come si & veduto. Allora sostituendo si
ottiene

dzu dzu
2
1= 2*.1, ap TUX gp
e sviluppando
. du . .
1 =271, dP+Z2u +zu><7—P—u -+ 2t

(!) Qui per semplicith si & tralasciato 1’indice s, ma &' intende che
sono derivate superficiali.
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Ma essendo w=Jk — Zn, risulta anche

du
ol = ck_, ap= Zs — H(grad, Z, n),
e quindi
die
aP X u=—~2ZckXEk.

Dopo cid si ottiene infine, riponendo i simboli primitivi,

k>z<13+(k><n)2-lia+ck><k=0,

(21)

che & un’altra forma della (20), e si presta pitt facilmente
ad essere tradotta in un qualunque sistema di coordinate.
Pid semplice & prendere I’equazione della (8) in coor-
dinate cartesiane z = z(z, y), equivalente a z=u, y =0,
2 =z (u, v); allora &
AP = (i + pk)da + (J + gk)d ¥ =%
=+ pk J +qk)ay D=7z ‘Z—-ay
Py =i-+pk, P/=j+qk
—pi—qj+k
Vitr+ ¢
k= —Z(XP, + YP,/ — n).

n:Xi—l— Yj’lel'=

Con facile sviluppo si trova 1’equazione

¥z 2 149+ ¢
e z

’

che mediante la sostituzione ¢ =log z si riduce a

ozt

D 20

+ayz—6

I’ integrale di questa & noto, e si ha

§2+C‘2+1—
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essendo { =2+ iy e {, la coniugata. Cosl i problemi enun-
ciati son risoluti. :

In maniera analoga si pud risolvere I’altro problema
di BrancHI: Trovare tutte le coppie (S) e (S,) di superficie
applicabili, per le quali il punto O, trasportato da (S,), de-
scrive una sfera ; equivalente a quest’altro di CArLd: T'ro-
vare le coppie (S) e (S,) di superficie applicabili, per le quali
sia costante la somma o la differenza delle distanze di due
punti corrispondents da due centri fissi. Ma qui non ne
diremo altro. Il lettore potrd vedere la memoria citata.



CariToro VI.

Congruenze di rette.

1. I’omografia di una congruenza (*).

Se da ogni punto P d’una regione aciclica dello spazio
si immagina tirata una retta avente la direzione e il verso
d’un vettore unitario u(P) (funzione regolare di P), si
viene a costruire in massima un complesso di rette (oo®).
Per lo studio di questo & fondamentale 1’omografia vet-
toriale

L
d P’
che definisce, mediante la relazione Ad P = du, I’incremento
du corrispondente a dP. Hssendo w® =1, si deduce

duw
(1) KﬁlL—Kl'b—O
e quindi Av X< w =0,

ossia ogni vettore v vien trasformato in un altro perpen-
dicolare a wu.

Ne consegue che I’ invariante terzo é nullo; inoltre
dalla nota formula

RA=IA—IXx-KX)+ K33,
si deduce
(2) Riwe =1, w.

(!) Le congruenze furono studiate con questi metodi da M. PIERI
«Sulla rapp. vettoriale delle congruenze di raggi ». Rend. Cir. Mat.
Palermo, 1912, 1° gem.



[Cap. VI] 105

Ma qui dobbiamo considerare il caso particolare carat-
terizzato dalla condizione

3) 3—; w=Aru=20.

Allora il complesso si riduce a oo® rette, e prende per-
cio il nome di congruenza. Invero, lungo ogni retta (P, )
il vettore ¥ mnon varia, essendo nulla la derivata di
nella direzione w; cosiccheé le .rette non possono essere
che in numero di oo®.

Tagliando la congruenza con una opportuna super-
ficie (S), eiascuna retta ha un punto P su (S). Viceversa:
presa una (S) e tirata per ogni suo punto una retta paral-
lela a un dato vettore (P), si viene a costruire una con-
gruenza, giacché Aw =0. Percid « e X si possono pensare
funzioni di due parametri u e v; quegli stessi che indivi-
duano i punti P di (S);la quale in questo caso sara detta
superficie base.

L’ omografia A della congruenza non & in massima dila-
tazione. Essendo

du du
(rot ) A\ =ap Kc—l?’
segue
) rot w A\ =0,
ossia .
4) rot 1 = 2fu ().

2. Congruenze normali.
In particolare pud essere rot w=0. Questo accade solo
quando esiste una superficie (Z) che taglia ortogonalmente

(1) Occorre notare che, quando ci si riferisce a una (S), la derivata
superficiale di u & definita da

du du du
aP)s — dP~ P = a8
i (dP)s ap H(n’dP") n =norm. a ()
088ia

As =A—H(n,%n);
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tutte le rette della congruenza. Questa allora vien detta
congruenza normale. Invero sia (S) una superficie base.
Dalla formula di definizione

du
roty . =rotu —n /) ﬁ”’ n=norm. a (S);
ne viene
(5) rots 2> 0 =0; ossia divs(nAu)=0.

Ma questa & la condizione perché wu > dP sia differen-
ziale esatto su (S); ne consegue che le superficie ¢ = cost

definite da
uX dP = dy,

tagliano ortogonalmente la congruenza. Sono le superficie
luogo dei punti

Q=P — qu,
giacché ‘
d@>Xu=uXdP — dp=0.

Si conclude: condizione necessaria e sufficiente affinché
una congruenza sia normale & che abbia per omografia una
dilatazione. Riferendosi a una superficie base, questa condi-
zione é anche espressa da n X rots w =0.

La precedente condizione equivale a

mod (dP)-cos (u, dP) = de,

epperd resta sempre soddisfatta quando si deforma la con-

epperd per uno spostamento dP su (8) si ha sempre A dP=2AdP= du.
Operando dunque su spostamenti dP appartenenti ad (8) sard indifte-
rente scrivere A o A;. Ma si oeservi che non & A =0, come Aw =0,

perche
At = — H(n, an)u = — (n XX w)in.

8i vede cosi che 2qa¢ & nullo solo per An =0 o per » > u = 0. Infine
per « tangenziale ad (S) si ha

At =2a, Asa>Xu=a>XKiu=0, (KXt = Kau)

oseia A & normale ad wu.
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gruenza in modo che mod (dP) e cos (u, dP) rimangano
invariati. Sussiste percid il seguente teorema di BELTRAMI :

Se si flette la superficie base e questa trasj)orta seco le
rette della congruenza, supposte con essa invariabilmente col-
legate, la nuova congruenza che ne risulta é ancora normale ;
ed anzi © punti che prima stavano sopra una superficie orto-
gonale alla congruenza si ritrovano sopra una superficie
ortogonale alla nuova congruenza.

Supponiamo ora che le rette della congruenza siano le
traiettorie di raggi luminosi che vanno a colpire la (8),
pensata come superficie riflettente o rifrangente. Se v @&
la direzione di w riflesso o rifratto in P, e 1/i Pindice di
rifrazione, le note leggi fisiche sono compendiate nella
relazione

(6) vAR=1i(uAn).

Percid nel caso di i = cost, se & divs (uAn)=0, risulta
anche div, (v An) =0, condizione di normalitd per la con-
gruenza (P, v). B lo stesso accade se i, pur non essendo
costante, verifica 1’equazione

grads i XX u An=0.

Cosicché vale il seguente teorema di MALUS-DUPIN: Ogni
congruenza normale resta normale dopo rifragzione (o rifles-
sione) altraverso a una superficie, sia che I’ indice di rifra-
zione sia costante ovunque, sia che st mantenga costante
solamente lungo le traiettorie ortogonali alle curve inviluppo
sopra (S) delle proiezioni ortogonali dei raggi sui piané
tangenti.

Si noti che la (6) & equivalente a

v X dP=1iu>dP.

E a proposito di rifrazione si pud osservare che due
congruenze non normali (P, w) e (P,, w,) rifrangendosi su
due certe superficie (8) e (S,) potranno trasformarsi in una
medesima congruenza (P, v) quando siano verificate le
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- condizioni

vXAP=1iuXdP, vXdP,=tu, XdP,.

Il LEvi-C1viTa ha dimostrato che questo & possibile in
infiniti modi; onde sussiste il teorema:

Due congruenze non normali sono sempre deducibili I’ una
dall altra con due rifraziont (con una se sono normali);
¢ 8¢ puo disporre delle due superficie rifrangenti in modo
che o' rette della prima congruenza st trasformino in oo
rette della seconda ().

3. Sviluppabili di una congruenza.

Cerchiamo la minima distanza ¢ fra la retta (P, w) e
un’altra infinitamente vicina (P + dP, w + du). Sia a la
sua direzione.

Si ha
aXnu=0, aXdu=0, a*=1,
da cui
) 0= wAduw — wuA\AP
mod (w A de) mod (du)’
giacché

sen(u, du) =1.

Di qui si trae manifestamente

u AP dP

@) c=aXdP=— =T

Ugnuagliata a zero da le due direzioni dP lungo le quali
stanno le due rette che incontrano la retta (P, uw). Epperd,
se sono reali, si conclude che le rette della congruenza si
possono distribuire in una doppia famiglia di sviluppabili.
La loro equazione differenziale &

9 uAMP X dP =0.

() « Rend. R. Aec. Lincei », 1900: Complementi al teorema di Malus-
Dupin,
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Se la si vuol serivere sotto forma piu sviluppata, basta
osservare che & wu = mu,’ Aw, (rviferendosi alla superficie
base) in conseguenza delle relazioni w >,/ =0 >, =0;
epperd si ha

uANdu=m(w,’ X dw)u, — m(w, < dwu,';
cosicché la (9) diventa
(9 (u,)/ > du)(u, X< dP)— (w,’ X du)(w,/ > dP)=0.

1 punti F, e F,, supposti reali, ove la (P, %) & incon-
trata da due rette infinitamente vicine, si dicono fuochi. I
loro luoghi sono due superficie (8,) e (8,) (0 una superficie
a due falde) dette le superficie focali della congruenza;
ciascuna contiene gli spigoli di regresso di una famiglia
delle accennate sviluppabili. Si chiamano poi piani focali
i due piani passanti per (P, u) e tangenti alle due svilup-
pabili. Manifestamente essi sono anche tangenti in F, e F,
alle superficie focali.

Si vede inoltre che i piani tangenti a (S,) lungo uno
spigolo di regresso (L,) sono i piani osculatori del corri-
spondente spigolo di regresso (L,) su (8,); epperdo le due
Jamiglie di sviluppabili tagliano ciascuna superficie focale
secondo un sistema di linee coniugate.

4. Piedi delle minime distanze; punti limiti.

Sia @ il piede della minima distanza, considerata al
numero precedente, sulla retta (P, w) contata da P positi-
vamente nel senso di ;e siano @, —=@Q +ca e P,=P+dP
i corrispondenti punti sulla retta (P <+ dP, w -+ du). Dal
quadrilatero chiuso P@Q@, P, si trae

ru—ca— (r +dr) (w+du)—dP=0, (r=P9)
ossia
ea —rdu —dr-u —dP =0,

tralasciando gl’infinitesimi del 2° ordine. Cosicche, molti-
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-plicando scalarmente per du, risulta
e XX du — rdu>dwe — du > dP=0.
Ma per la (7) il primo termine & nullo; percio si ricava

du>XdP__  MPXdP

{10) S T duxdu - P> P

Le due forme quadratiche AdP>dP e AdPX AdP,
espresse mediante i due parametri v e v della superficie
base, sono quelle che nella ordinaria esposizione di questa
teoria sono chiamate le forme fondamentali della con-
gruenza ().

Per il calcolo di r relativa a una retta (P, ) si pud
scegliere il dP come si vuole, ciod indipendentemente dalla
superficie base. Allora consideriamo le direzioni unite dP
e 8P della omografia X (e non di X,). Una & w; le altre
due, se sono reali, soddisfano alle condizioni

AP = — El—dP, AP =— L3P,
i

pﬂ

Per cose gia dette, dP e 3P risultano perpendicolari
a u. Le grandezze 1/p, e 1/p, sono le radici dell’equazione

2
(10) (é—>+11)\o%+121=0.

Calcolando » per queste direzioni, si ha subito
Ty=Ppyy Ty=0Fs.

E siccome per esse risulta

EEM/\ldPXdP=~%u AAP>X dP =0,

(*) Vedi Brawcrr, Vol. II. — Le prime ricerche fondamentali sulle
congruenze sono del KuMMER: Allgemeine Theorie der geradlinigen Strah-
lensysteme. « Crelles Journal s, 57.
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si eonclude che ¢, e p, sono le distanze da P dei due Juochi F,
¢ F, relativi a una fissata retta (P, u). Se d (I AP —4LA =0,
i due fuochi coincidono.

Le congruenze che godono di quest’ultima proprieta si
dicono paraboliche. Son definite dalle due equazioni diffe-

renziali
du\? du du
(14 Eﬁ)) —4Lgp=0 Gpu=0

essendo w il vettore incognito.

Se poi accade che ) trasformi ogni vettore normale
ad » in un vettore parallelo ad w (omologia vettoriale),
allora tutte le rette circonvicine a (P, u) incontreranno
- questa retta in un unico fuoco, ond’essa pud dirsi retta
ombelicale. Quando tutte le rette sono ombelicali, la con-
gruenza & una stella di raggi.

Consideriamo ora le direzioni unite della dilatazione
di A (vedi (4)):

' DA=X— fun;

delle quali una & . Siano ¢ e j le altre due (normali fra
loro e ad w=14¢Aj). Si ha

DX =hi, Dij=nh,j,
ove h, e h, sono le radici della equazione

h* — I,DA-h + I,DA = 0.

Si deduce
A= hii +f“’/\iy }‘j: hzj + fuNg
ossia
(11) ’li:hti"i'f:j’ lj:hﬂ'—f‘.'

Posto generalmente
AP =i+ yj+ zu,
si trae per le precedenti

MP =du = (h,2 — fy)i + (hyy 4 f2)j;
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cosicch® dette gceos¢@ e gsen g le proiezioni di dw suie J
(¢ infinitesimo), si ha

qcos p=hx— fy, g¢sen o= fx -+ hyy.

Risolvendole rispetto a z e y, e sostituendo in dP, risulta
—_ 1 i — j
12) dP= hik, +f2[(h2 cos g+ fsen )i+ (h, sen p— fcos ¢)j]-+zu

insieme con
(12) du = g(cos ¢+ + sen ¢-j) (q = (dw)*).
Si noti che il denominatore & I’invariante secondo di A,
perché
IDA="hh,, LA=IDA~+ (VA)? =h,h, + .
E allora calcolando r con queste espressioni di dP e du,

si ottiene subito

1

(13) r=—r1;

(h, cos® ¢ + h, sen® ¢).

Ne consegue che i valori estremi di r corrispondono
ap=0e ¢g=m/2, e sono

h o

—_—— 2 oA
=10 TN
I punti
h h
=P+ , =P — .
Ql Ig)\’ QZ 12)\

son detti i punti limiti. Si ha dunque il teorema:

Se I,A =0, i piedi delle minime distanze della retta (P, u)
dalle altre infinitamente vicine a questa cadono tutti nell’ in-
tervallo compreso fra i punti limiti.

La (13) & chiamata la formulae di HAMILTON.

Si noti che in corrispondenza dei punti limiti si ha

a, =uNdu=qu\i=4qj, a=—4q,
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epperd le due direzioni delle minime distanze corrispondenti
ai punti limiti sono ortogonali fra loro.
I piani per (P, w) paralleli a «, e a, son detti i piani
principali, e le direzioni ¢ e j le direzioni principali (*).
Dalle relazioni
2= __(i+i) IA= 1) IA=I,DA=h, +h
1t p‘ P2 ’ 25— P1927 1 1 i 2
si dednce
Pt _ A 7+,
2 2L,A 2 7’

eppero i fuochi e i punti limiti hanno sempre lo stesso punto
medio. Il luogo dei punti medi & detto superficie media.

5. Congruenze isotrope di Ribaucour.

Si osservi ora che, supposto sempre I,A =0, i due punti
limiti coincideranno quando sia h,=h, (f==0), nel qual
caso la DA & omologia vettoriale (e in tal caso soltanto),
ossia tutte le direzioni normali ad w sono unite. Tutti i
piedi delle minime distanze coincidono in un punto solo
su (P, u). Se per tutte le rette aceade questo, la congruenza
& detta isotropa (RIBAUCOUR).

La condizione h, = h,, mediante le formule precedenti,
si puo scrivere sotto la forma

du\? du du\? du
che pud chiamarsi percid 1'equazione differenziale delle con-
gruenze isotrope.

Dalle (12) e (12') si ricava subito

UANdu X AP —= —% { (R, — h,)sen ¢ cos ¢ + f1,
2

® B quasi intuitivo che le direzioni unite i e j di D2 sono le stesse

lungo ogni retta della congruenza, nondimeno sarebbe facile dimostrare

das j
che ap we ;%’) u sono nulli.

Burgatti 8
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epperd, s h, =h,, I equazione delle sviluppabili diventa
Sfq=Jfldu)* =0;

la quale esprime il teorema di RIBAUCOUR: Le sviluppabili
4’ una congruenza isolropa Sono immaginarie ed hanno per
immagini sulla sfera di raggio uno (M — 0 =mu) le linee
di lunghezza nulla (dw®=0).
Se poi si prende per superficie base la superficie media,
si ha
r,=r,=0, r=020,

e quindi per la (10)
du>dP=0.

Posto M — O = w (rappresentazione sferica della con-
gruenza) si ha dunque

dM > dP =0,

la quale esprime quest’altro teorema di R1BAUCOUR: La
superficie media di una congruenza isotropa corrisponde per
ortogonalita, d’ elementi alla sfera; e viceversa.

Altre proprietd hanno queste congruenze che qui non
‘dimostriamo.

Pidt generalmente, quando la superficie media (S,,)
corrisponde per ortogonalitd d’elementi ad un’altra su-
perficie (8) e nei punti corrispondenti le rette della con-
gruenza sono parallele alle normali di (S)(}), si ha una
cosl detta congruenza di RIBAUCOUR (la congruenza isotropa
& una particolare congruenza di RIBAUCOUR, della quale
la (S) & una sfera). Allora detti @ i punti di (S) corrispon-
denti ai punti P di (8,,), si ha

A< dP =0, d@>Xu=0,
e quindi ‘
dQ = uAdP.

(*) Queste due proprietd non sono perd indipendenti.
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Ne consegue che I'equazione uAdP>X dwuw=0 delle
sviluppabili diventa su (8) dw > d@ =0, che & I’ equazione
delle asintotiche di (S). Si conclude pertanto: Le svilup-
pabili & una congruenza di R1BAUCOUR corrispondono alle
asintotiche della superficie alle cui normali sono parallele
le rette della congruenza.

6. Altre congruenze particolari.

Quando sia I,A =0 i'punti limiti si trovano a distanza
infinita; epperd tutti i punti di (P, w) sono piedi delle
- perpeundicolari comuni ad essa e alle rette circonvicine.
Allora D’omografia 2 & tale che risulta Riw =0 (n.l), e
percio ¢ doppiamente degenere. Avendosi per definizione
e nel caso presente

Aa AN =RMaAD)=Riu=0

per ogni aX>Xu=0, b>Xwuw=0, il Aa risulta parallelo
a Ab; per conseguenza tutti i vettori v = lu -+ mb 4 nuw
vengono trasformati in vettori paralleli a un certo vet-
tore tw mnormale a w (n. 1). Dunque A sard una diade, e
precisamente
P A=mH(w,, w)

con w, X =0 (perché Au=0) e w> u =0; ed essendo

Ix= 1 0, IA=— (l -+ l) = mw, X w,
1Ps i P

una sola delle grandezze p, e p, & infinita (supposto I, A==0).
In questo caso dunque esiste un sol fuoco « distansa finita,
ed una delle rette circonvicine a (P, uw) é parallela @ questa.
Quando cid avviene per tutte le rette la congruenza si
dice cilindrica, perché una delle famiglie di sviluppabili
risalta composta di superficie ecilindriche.

Il caso che sia 1A =0 (divew=0) rientra come caso
particolare nel precedente. Infatti dalle note formule ")

L) =T *—2L,, I, ()\g;—g>+gra(1 divee X u=div(Au)=0

() A, V. G, Vol. I, pagg. 114, 183.



116 [Cap. VI]

risulta nel caso presente I,A==0. Ne segue che tutti e due i
fuochi sono all’infinito. La congruenza & detta solenoidale, per-

ché caratterizzata appunto da div w = 0 insieme con «* = I,
du

= =10,

ap

Il CisorT1 ha dimostrate che le oc* rette di qualunque
congruenza solenoidale stanno tutte sui piani tangenti ad una
medesima superficie sviluppabile; ognuno di essi ne con-
tiene oo, ¢ queste sono parallele alle generatrici di con-
tatto (). Ma gui non ne diremo altro.

7. Teorema di Guichard.
Assumendo la superficie media della congruenza quale
superficie base (lnogo dei punti P), i fuochison definiti da

F,=P+pu, F,=P—pu.

Nella immagine sferica M — O =w le sviluppabili cor-
rispondono al sistema di linee definite dall’equazione dif-

ferenziale (n. 3)
uNIdM X dP=0. (@M = du)

Siano u = cost e v = cost coteste linee, e sia di con-

seguenza
dM = du = u,/du + u,/'dv,

ove son noti w,’ e wu,. Allora si ha manifestamente
i(P—i— u)=hu 2 P =
5o ou) = hu, - (P —pu) =mu

essendo h e m fattori di proporzionalita. Sviluppando la
condizione d’integrabilita

0 a9 o,
5 (P) = 5 (Py/)

(*) Vedi PiEri, 1. c.
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e notando che la derivata seconda mista di w si esprime
linearmente per w,’, w,, % ('), si trova

e om A .,

28u8v+5—_§1—1’+z}?—'0
_ o0 %,
’—25‘;‘*‘2’1‘9, ’nl-—‘—-Qﬁ——.‘kp

essendo F, h e k quantitd note. Ne consegue

' 2 ,
P =— [5% -+ 2kp ]u + oy,
(14)

P/ = [ g—: + 2hp ] w—pi,

ove p soddisfa a 1’equazione

”a;P——fh giﬂ—k

a_p__ ch ok
oudv du ov

Inversamente: se p ¢ una soluzione di questa equazione,
le (14) definiscono per quadrature una congruensa che ha
per immagine sferica delle sviluppabili quella assegnata. B
il teorema di GUICHARD, del quale non svilupperemo qui
le varie conseguenze (%).

8. Formule fondamentali.

Partendo da un punto P di una fissata retta (P, w)
passiamo lungo la direzione principale ¢ in P, sulla retta
vicinissima; poi da P, lungo la direzione principale corri-
spondente ¢(P,) fino a P, sulla retta vicinissima, e cosi via.

(1) Derivando uy' <Xu =0, (w./p=E, (w')=G, w)/>Xwu =2F.

(®) Vedi Vimportante Memoria « Surfaces rapportées d leurs lignes
asymptotiques et congruences rapportées a leurs développables » (Ann.
Ecol. Norm. Sup., t. VI, 8. 3%) e le « Lezioni » del Brancsr.
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Si ottiene una curva (C,) che diremo principale relativa a P.
Un’altra (C,) si otterrd seguendo invece la direzione J(P);
e questo si pud fare per ogni P. Orbene, nel punto P con-
siderato proiettiamo sul piano normale a (P, «) la curva (C).
Diremo curvatura tangenziale la grandezza

1w, XJ
g, e’
essendo f il raggio di flessione e m, la normale prinecipale
di (C,). Per le formule di FRENET si ha

w_ @ s Lo Wy
p_dPa eppero gi—dPlX7_— (IPIXQ'

Analogamente per la (C,)

1 . dj . tlz .

Inoltre essendo (anche in virtu delle (11))

di di . di
d?e > ———0 a‘P'I,XCL——Ka——PQOXl
du . .
= K(Tl?iXi- QVX)\Q———h!

di . s d dj . S
TpdXu=—2jxi=f, FpixXu=—NXj=-7
aj _ Ao s
ZP"XJ"'O_’ E?JXM———XJXI}_—-——IQ

si puo serivere senz’altro

di . 1, j . 1. -
;I?t_a,) — h,ee, 1Pl— !hl Ju
H j 1 dj

.
——J—{-‘jll, dP7__—jg—«¢,—~—h2u

2

(IP
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che con I'aggiunta delle (11)

dw, . ., L de. . .

ipl= hi—+1j,  Fpd = hJ —Ji
costituiscono le formule fondamentali analoghe a quelle
ottenute per le superficie (Cap. II, n. 12). Secrivendo le
condizioni d’integrabilitd si trovano formule analoghe a
quelle di Copazzi (*). Ma su questo non diremo altro.

(*) Tali formule furono date la prima volta in una mia Nota « Sopra
alecune formule fondam. relat. alle congruenze di rette » Rend. Acec.
Linecei, 1899.



Carprroro VII.

Sistemi tripli ortogonali.

1. Una omografia fondamentale.

Pensiamo collegato ad ogni punto P dello spazio euclideo
finito o infinito una terna di vettori unitari ortogonali i, j, k;
cosi essi saranno funzioni di P. Applicando I’ operatore
grad alle uguaglianze ¢* =1, ¢>Xj =0 ecc., si trovano le
solite relazioni, delle quali si fa continuo uso,

di dk

KdP =0, KdP j=0, Kde——O
dj dk dk
1) KdPIc K(—“D J=0, KdP +Kde 0,
d' d)
dP +K §F=0.

Chiamiamo w, #, w rispettivamente i primi termini di
queste tre ultime relazioni, e sia v = a7 -+ a,J + a,k; allora
risulta

di
K GP = @LW — a.v, ecc..

Ne ora ad i, j, k facciamo corrispondere i vettori wu,
v, w, veniamo a definire una omografia che diremo Ko;
onde scriveremo

Koi=un, Kgj=1v, Kok=10.

Allora la precedente diventa

K —Pa_ @, Kok — «,Koj =Ko(a,k — a,j) = Ko(i A\ «)
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da cui, per I'arbitrarietd di «,

di

Cdi
KaT)—-—KG'@/\, aT——"’i/\O'.

Si hanno dunque le seguenti formule fondamentali, do-
vute ¢ PENSA ('):

. . dj__ . dk__ . .
(D ZiT——z/\G’ 373—_.7/\0, a—l‘;-——’v/\cy

ove ¢ & una omografia della quale vedremo ora il signifieato.
Da queste si deduce quest’altro gruppo di formule:

roti=2Vgi:-—2V(i/\c)=(c——Iic)o‘
(@) rot j=(s—1,0)j, rotk=(c—Iok
2Ve = iAci+JANcj + BNk
=4A roti+ jA rot §+ BN rotk.

Tos v A0 .. .
y le’l—-Iia?-—-kXGJ—JXGh
() divj=1iXok —EkXodt, divk=jXoci—iXoj}
rot ¢ > i 4 rotj > j+rot kXX k= —2I0.

2. Significato cinematico di o. :

Tracciamo per P una curva (L) il cui areo, contato a
partire da una data origine e in un dato senso, sard indi-
cato con s. Allora » == P'(s) & il vettore unitario che defi-
nisce la tangente positivo a (L) in P. Applicando le (I) a
questo vettore, si ha

di dP_ di dj . dk_
AP ds —ds— N gg=—dNen go=—RAk

(Y) Atti R. Ace. Torino, Vol. 49, 1914. Contengono in particolare
le formule di FRENET per le curve e le analoghe per le superficie e
per le congruenze di rette. Sono, in sostanza, le formule fondamentali
di tutta la Geometria differenziale.
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Se M ¢ un punto rigidamente collegato con la terna
(i, J, k) avente P’origine in P, e se si fa muovere questa
terna intorno a P per modo che diventi parallela alla cor-
rispondente terna nel punto P+ ds-» della linea (L); allora
posto

M— P==xi+vyj+ 2k,
si deduce

dM = xdi + ydj + zdu = — (xi + yj +-su) \or-ds =
= (P-— M)\or-ds;

che rappresenta lo spostamento di M nel moto considerato.

Ricordando cose note di cinematica, questa fa vedere
che il vettore or-ds definisce la rotazione infinitesima occor-
rente per rendere la terna (i, j, k) relativa a P parallela a
quella relativa al punto P+ rds, essendo »r una direzione
qualunque. Percid la o pud chiamarsi 1’omografic delle
rotazioni.

3. Condizione a cui seddisfa 1’omografia o.

Ora si pone la questione: a quale condizione deve soddi-
sfare una data omografia o perché sia I'omografia di rota-
zione &’ una terna ortogonale unitaria funzione di P?

Occorre manifestamente che esista una terna (i, j, k)
soddisfacente insieme con ¢ alle (I); epperd queste devono
risultare integrabili. '

Le condizioni ’integrabilitd sono:

di

Rot K -5 =Rot(Ko-i\) =0, Rot (Ka-j\)=0, Rot(Ks-kA)=0.

Si deduce per « qualunque costante
rot [Ks(i Aa)] =0, ecec.
e sviluppando

(3) (Rot Ka) (i A ) — 2V<Kc fi%%‘”) =0.
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Ma
diNa) _ di

h—d‘P— - — a/\-d?)=a/\(i/\5),

e in generale

aN(iNeh)=— (i>XX a)cb + (cb XX a)i;
percio

WA __ (> i— Hia, i),

Ne eonsegue

Ko diij\a) = — (a X {)Ks.c + H(Koa, Koi);

dpP
cosicché, essendo, Ko-o dilatazione, il doppio vettore di
questa omografia & Koa A\Koi, ossia — RKa(i Aa). Dopo
¢io la (3) diventa

(Rot Ko 4+ RKa) (i Aet) = 0.

Questa deve essere valida cambiando ¢ in j, in k&, e
per ¢ qualunque; il che richiede che sia

4) Rot Ko + RKo = 0.

E la condizione richiesta.

4. Terne appartenenti a un sistema triplo ortogonale.

Se le tre famiglie di superficie ¢,(P)=wu,, $,(P)= u,,
$.(P) =u, si tagliano ortogonalmente in ogni loro punto
a comune P, si dice che formano un sistema triplo orto-
gonale. I valori dei parametri «, u, u, nel punto d’inter-
sezione P si chiamano le coordinate curvilinee di quel punto;
cosicché i punti dello spazio che si considera risultano
funzioni dei tre parametri u, w, u,. Le tangenti in P alle
tre linee rappresentanti le mutue intersezioni di quelle
superficie sono ortogonali fra loro. Le loro direzioni posi-
tive saranno prese nel senso delle w crescenti e saranno
indicate coi vettori unitari 4, j, k. Abbiamo cosi collegato
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ad ogni punto P dello spazio una terna (i, j, k) ortogo-
nale unitaria, epperd saranno valide per essa le formule
dei numeri precedenti. B detta la terna principale in P
del sistema. Resta da vedere a quali particolari condizioni
soddisfa I’omografia s nel caso presente.

Siccome grad u,, grad u,, grad &, sono vettori normali
in P alle rispettive superficie ¢, =u,, ¢, =u,, b, =u,, essi
saranno paralleli a i, j, k; onde si avra

grad u, = J

) grad w, = ViR
2

[ :

PN grad u, =,

H, H,

ove H, H,, H,, funzioni di P (u, u, u,), sono i valori re-
ciproci dei moduli di cotesti gradienti. Ne consegue

rot i =rot(H, grad w,) =grad H, A\ grad u, =—grad H, /\z

®) = ¢

rot j =E1— grad H,A\J, rotk = 1; grad H, AR
2 3

e quindi per le (2) e (2)

I,6 =0, I'OtiXi:GiX‘i:O
() rot XX j=agjixXj=0
rot KXk =ockX>XFk=0.

Queste condizioni sono necessarie e sufficienti affinché le
terne (i, J, k) stano le terne principali & un sistema triplo
ortogonale.

Per vedere che veramente sono anche sufficienti, basta

porre
rot ¢ = grad I A grad m,

cosa sempre possibile, come & noto; poi osservare che,
essendo per ipotesi rot ¢>< ¢ =0, sard

t=hgrad i+ k grad m
e quindi

rot ¢ == grad I A\ grad m =grad h A grad I + grad k A grad m.
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Ne consegue
grad h X< gradlAgrad m =0, gradk> gradiAgradm=0,

le quali esprimono che h e &k sono funzioni di 7 e m. E
allora potendosi sempre determinare una H (I, m) tale che
sia
g% . g o
h=H e k=H m’
ne risultera

i— (%% N . — Hor
i=—= H(ﬁgradl—i—mgxad m)._Hglad ¢.

Si vede dunque che i, j, & dovranno avere la forma (5)

che caratterizza appunto le terne principali appartenenti
a un sistema triplo ortogonale.

5. Teoremi di Dupin e di Darboux.
Dalle formule (I) e (6) si deduce (!)
di . o 1 AY |
aT,J:GJAz:(H gradH2><1.>J=TJ
2 12

4 g oto n i L Ne—L1 2
E[I‘)k—-ch/\,}— (ﬁ; grad H3>< l)]v— T— ’t,

13

(8)

Je quali dimostrano che sulla superficie , = u,, le cui nor-
mali sopo dirette come 7, le direzioni § e & sono in ogni
punto le direzioni principali di curvature (Cap. 1I, n. 5).
Cosl dicasi per le altre superficie; epperd sussiste il se-
guente teorema di DUPIN: Le superficie di tre famiglie che
8t tagliano ad angolo retto s’ intersecano mutuamente secondo
le loro linee Ai curvatura.

Questo teorema & contenuto in un altro pilt generale
dovuto a DArBoUX: Affinché due famiglie di superficie che
8t tagliano ortogonalmente faccian parte d’un sistema triplo

() Bisogna prima osservare che da {Ijo=0 e dalle (2) viene
rot i = oi, ecc. (vedi le (12) che seguono),
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ortogonale & necessario e basta che le loro intersezioni siano
linee di curvature per ambedue.

Invero detta ¢ in ogni punto P la tangente unitaria
alla comune intersezione delle date superficie, le cui nor-
mali saranno indicate con j e k (j><k=0), si avrd

da cui rot ¢ ==rot (F A k).
Ma siccome il 2° membro sviluppato & lineare in j e &,
si ricava
(0) roti X i=20,
e per le (2) ol X i=0,

Se a questa si aggiunge ¢><j=0, oppure iX k=0,
si deduce
mi=gcipNj, ni=ci\k;
ossia per le (I)

mi = -—7—1‘ ni :@E i.
dpP”’ dP

Siccome j e k sono le normali alle superficie date, que-
ste dimostrano che la (o) esprime (Cap. II, n. 5) che la ¢
& in ogni punto P direzione principale sulle superficie date.
D’altra parte la (o) stessa, o la equivalente

(JAR) X rot (JAK) =0,

esprime, come & noto, la condizione d’integrabilitd dell’e-
quazione differenziale

INEX AP =09,
che definisce la famiglia di superficie ortogonali alle su-

perficie date. Il teorema dunque & dimostrato (*).

(!) Questi teoremi sono in relazione col teorema di JOACHIMSTAL
(Cap. II).
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Si pud anche cercare la condizione a cui deve soddisfare
una famiglia ¢, = u, di superficie affinché possa far parte-
di un sistema triplo ortogonale. Se esiste una seconda fa-
miglia normale alla prima, dovrd intersecarla secondo una
famiglia di linee di curvatura. Allora sia j la tangente
unitaria in un punto generico di quelle linee. Dovra esi-
stere una famiglia di superficie ortogonali ad esse; ossia
dovra essere integrabile I’ equazione j > d.P = 0. Per questo
é necessario e basta, come sappiamo, che risulti

J>rotj=0.
Ma trattandosi di una direzione principale sard per cose
gia dette g—;—)i:mj. Inoltre si ha

i— gradw,
" mod (grad u,)’

epperd eliminando j fra coteste due relazioni si ottiene
una equazione del terzo ordine in u, (ossia in ¢,) che defi-
nisce le famiglie cercate, dette famiglie di LaME.

Appartengono manifestamente alle famiglie di LAME
le famiglie di piani, di sfere e di superficie parallele.

6. Elemento lineare; espressioni di grad ¢, div v, Ag.
Se dP & uno spostamento qualunque di P, si ha per le (5)

t>}XdP—=H, grad u, >} dP=H du,, ecc.,

e quindi
9) dP = H, idu, + H,jdu,+ H kdu,,

che & 1 espressione dello spostamento. I1 quadrato di questo
da ¢l quadrato dell’ elemento lineare in coordinate curvilinee:

(10)  dP?=ds* = Hjdu} + H} du,? + Hdu>

Poicheé H,du,, H,du,, Hdu, sono le proiezioni di dP
sulle direzioni 7, j, %, si deduce, per una funzione qua-
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lanque ¢(P),
.1 oy
grad o X< &= — ece.;
H, du,’ ’
epperd I’ espressione di grad ¢ in coordinate curvilinee orto-
gonali &

il t+ 5 1 a¢3+iicp—lx

1
(1 gradg = H, du, B, du,

H, du,
Si ha poi per le (2) e (6)
ol = »11];[— grad H \i, oj= I]T grad H, \Jj,
42 1 ok = 1 2
~_Egrad H A\E
che definiscone U omografia o appartenente a un sistema

triplo ortogonale.
Inoltre dalle (2) e dalle precedenti si deduce

divi:kxigradﬂg/\j—jx%grast/\k
H grad H, ><1+H grad H, X i,

cosieché risulta

.1 AHH) . 1 3HH)
(12) Wi=gpgg =2, > YWITOEHE w
divk = 1 oHH) .

HHH, du,
Per un vettore qualunque

v=1vi+v,j+ v,k

si ottiene subito

(13) dive = 1 o(H,Hv,) -+ AH, H,v,) —+ M } ’

HHH, du, du, ou,
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che & P espressione della a’tvﬂgenza in coordinate curvilinee
ortogonalt,

Infine, posto v = grad ¢, si trova per la (11)

div grad cp = AdAp=

(14

_ 1 [ 3(HH %\ 3 (HH,?% i(Hinﬁ
T HH,H, |\ H u) ou\ H, duw,) " du\ H, du,/|’

che & Vespressione di Ap (ove A & I’ operatore di LLAPLACE)
in coordinate curvilinee ortogonali.

7. Formule fondamentali di Lamé.

Le formule fondamentali che danno le derivate di 4, j, &
sono le (I), tenendo presente che in questo caso 1’omo-
grafia ¢ & definita dalle (12); e la (4) esprime la condizione
a cui deve soddisfare questa o affinché sia 1’omografia
fondamentale d’un sistema triplo ortogonale.

Ma sard anche utile di averle sotto forma pil esplicita,
come furono date da T AME.

A tal fine, tornando alle (8), notiamo che

1 3H, 1 _ 1 2H,
HH, o’ r, HH,?w,

1 1 .
;;_Eglad H,X<i=

sono le curvature principali in P delle snperﬁcie b, =mu,,
come risulta da quanto si & detto al n. 5. Analogamente

11 e, 1 1 oem,
vy, H,H,%u, r,  HH,?u,
G 1w 1o,
ry, HH, o, r, HH,-u,

sono rispettivamente le curvature principali delle super-
ficie ¢, =wu, e ¢, = u,. Si osservi inoltre che

sy 1 0°H, I 9H, 1 . 1
CNT= — | o — —— &
AT (HH auaj-l H,H, u, k>— (r - ’)

21 3

con le analoghe; epperd le (I) si possono serivere nella

Burgatti 9
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forma pill esplicita seguente:

_d_‘_,-__,(_‘--+ LY YLy
ap = \n 2T ) APt T
di 1, aj 1 1
ar?! =7, apP’= (f'32k+?§a)
di 1 dj 1
' o — k e ———
@ =, apr=5 "
@ dk 1
ap' T,
dk . _ 1 ;
ap!= r32'7
dk 1, 1
= (5 5

Si vede di qui facilmente che I’ omografia o & rappre-
sentata dalla matrice

1 1
0, T

31 21

1 1
e 7_, O’ —_
32 Tie

1 1 0

T Ty

I suoi invarianti sono

1 1

TaTys ToTos  TaaTsy

(somme curvature totali)

I‘G = 0, Izc =

Dopo cid sarebbe facile sviluppare la condizione 4). Ma
& meglio scrivere direttamente le condizioni d’ integrabilitd
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delle (I'y; si trova

a4 L . 3
UTLIP L 'y S +( N+ (LY=o
dP dpP Py s o \Ty, o)

1 B4
d—
1 1
31 2
d‘P r?i ".32 T31 r?l

ed analoghe, che sono appunto I’ equazioni di LAME (*).

Dopo Lawmf gli studi pitt profondi fatti sui sistemi tripli
ortogonali son dovuti a DARBOUX e a BilANCHI, e soneo
esposti in gran parte nei loro trattati ben noti.

(1) « Legons sur les coord. curvilignes », 1859.
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CaritoLo 1.

Vettori e omografie in spazi euclidei.

1. Spazi euclidei a piu dimensioni.

Gli spazi euclidei a pit dimensioni si possono definire,
geometricamente, per via ricorrente, colle seguenti con-
siderazioni-(*).

Ammessa 1’esistenza di un punto 4, si supponga che
esista un punto B diverso da A4, allora la retta AB costi-
tuisce uno spazio euclideo ad una dimensione, e si pud
indicare con S,. Ogni punto di tale spazio & individuato
da un solo numero (reale); e viceversa.

Supposto poi che esista un punto ¢ non appartenente
alla retta AB, le congiungenti di C con tufti i punti della
retta AB (compreso il punto all’infinito) formano un piano,
che & uno spazio euclideo a due dimensioni, e si puo indi-
care con §,. Ogni punto di questo spazio si pud indivi-
duare mediante una coppia di numeri; e viceversa.

Ammettendo che esista un punto D non appartenente
al piano ABC, le congiungenti di D con tutti i punti del
piano ABC (compresi i punti all’infinito) formano lo spazio
ordinario, o spazio euclideo a tre dimensioni, e si puo in-
dicare con S,. Ogni punto di esso si pud individuare me-
diante una terna di numeri; e viceversa.

() Ci limitiamo a richiamare le nozioni principali e pit ovvie; chi
desiderasse approfondire tali questioni pud utilmente consultare le
ricerche fundamentali compinte dal compianto Marro Prari, come ad
es, la memoria: Della Geometria elementare come sistema ipotetico de-
duttivo (Memorie della R. Accademia delle Scienze di Torino; serie IT;
t. XLI1X, a. 1899); ed anche: I principii delle Geometria di posizione
composti in sistema logico deduttivo (id. id.; t. XLVIII; a. 1898).
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Lo spazio ordinario & lo spazio in cui si svolgono tutti
i fenomeni del mondo fisico.

Ammettendo che esista un punto & fuori dello spazio
ordinario, le congiungenti di F con tutti i punti di S,
(compresi i punti ail’infinito) formano uno spazio euclideo
a quattro dimensioni, che indicheremo con S,. Ogni punto
di esso si puo individuare mediante una quaterna di nu-
meri; e viceversa.

Similmente, ammessa !’ esistenza di un punto F noun
appartenente ad S,, le congiungenti di F con tutti i punti
di S, (compresi quelli all’infinito) formano uno spazio
euclideo a cinque dimensioni, che indicheremo con S;; ogni
punto di esso si pud individuare mediante una successione
di cinque numeri; e vieceversa.

Cosi proseguendo, si possono definire gli spazi euclidei
a 6, 7, ..., n dimensioni. Uno spazio ecuclideo ad n dimen-
sioni si iudicherd eon S,; ogni suo punto ¢ individuato
(’intende rispetto ad elementi di riferimento prefissati)
da una successione di n numeri, e viceversa.

Se in un 8, si prendono k << n punti in modo del tutto
arbitrario, essi individuano un Sy, ogni punto del quale appar-
tiene ad S,; e si suol dive che lo spazio S & immerso in S,.

Avendo scelto i k punti in posizione generica, essi non
giaciono in uno spazio in cui il numero di dimensioni &
minore di k; si dice allora che quei puuti sono linearmente
indipendenti.

In particolare, gli S,_, immersi in S, si chiamano
iperpiani di S,.

2. Vettori di S,; loro somme e prodotti.

La teoria dei vettori e delle omografie di S, si pud
svolgere in modo del tutto analogo a quella dei vettori
dello spazio ordinario (cfr. Espaces ('), I, II); percido ci

() Collaindicazione Espaces intendiamo riferirei all’ opera: C. BuraL:
Forti ¢t T. BoGa10. - Espaces courbes, critique de la Relativité (8. T. E. N ;
Torino, a. 1924:.
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limiteremo qui a dei richiami sommarii, pitt che sufficienti
per I’intelligenza delle applicazioni che svilupperemo.

Se 4, B sono punti distinti (di S,), il vettore B — A
rappresenta la traslazione che porta il punto 4 nel punto B;
la direzione e il verso di tale traslazione si chiamano dire-
stone e verso del vettore B — A.

Se C, D sono altri due punti, i vettori B— A e D — (
sono eguali, e si serive B — A =D — C, solamente se il
panto medio di AD coincide col punto medio di BC.

Si chiama modulo del vettore B— 4, e si scrive
mod (B — A4), la distanza, misurata con una certa unitd di
misura, dei punti 4 e B.

Se due vettori sono eguali, devono avere eguali la dire-
zione, il verso e il modulo.

Se si pone w =B — 4, ed O & un punto qualunque, la
somma del punto O col vettore «, che si indica con 0 + w,
& quel punto M tale che

M—0=n.

La somma di due vettori 2 e v, che si indica con w + v,
¢ quel vettore tale che, preso un punto qualunque O si ha:

uw+ov={(04u)+v|—0;

e si passa poi subito alla somma di un numero qualunque
di vettori.

Se m & un numero (reale), allora mw & un vettore pa-
rallelo ad wu, il cui modulo vale mod m-mod «, e che ha lo
stesso verso o il verso contrario di e, secondoché m &
positivo o negativo.

Se wu,, 1, ..., u,., con r<"n, sono vettori, si dice che
essi sono linearmente dipendenti se esistono dei numeri
(reali)y m,, my, ..., m,, non tutti nulli, tali che

m, - Myt . ML, == 0

nel caso contrario, i vettori cousiderati si dicono linearniente
indipendenti.
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Ogni vettore parallelo ad w si pud rappresentare con zu,
ove 2 & un numero ben determin:to.

Ogni vettore complanare con due vettori non paral-
leli w,, w, pud rappresentarsi con z,u, -+ &,1,, OVe T, T,
sono numeri ben determinati.

E in generale, se w,, %,, ..., %, sono n vettori linear-
mente indipendenti, e quindi non appartenenti ad un Sa—is
ogni altro vettore = di S, si pud rappresenfare con:

(D U=, + Ty . Ty,

ove ®,, Ty, ..., Ty SON0 numeri determinati.
Ne segue che se O e P sono punti qualunque, si puo
sempre porre:

P=0 + 20, 4 2,0, + ... + Ty,

Il prodotto interno, o scalare, dei vettori u, v, che si
rappresenta con u > v, & definito da

> v = mod w-mod v-cos (u, v),

e valgono le stesse proprietd che si hanno nello spazio
ordinario; quindi ad es,

(4 v)Xw=uXw-+ v

Se i vettori w, v non sono nulli, la relazione 1 > r=20
esprime che i vettori w, v sono fra loro ortogonali.
Si pone poi

w? = u X u, quindi «? = (mod w)?, mod 1 = V.

Se i, ,, 4y, .., 1, sOn0 vettori unitari a due a due
ortogonali, cio® formano un sisiema unitario-ortogonale,
ogni vettore o si pud esprimere ovviamente colla formula

(2) = DA DKty = XKy
Se si pone

(3) u=2m,8,+ 0,0, .+ ply, V=Y 4 A+ Yyl o+t Yuine
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si ha subito:
X e=x9Y, + Y, + ...+ Y5 .

I numeri z,, %,,..., ¥, sono le coordinate cartesiane
ortogonali del vettore wu.

3. Omografie di S,.

Una omografia vettoriale di S, & un operatore lineare,
che trasforma vettori in vettori; percid se o« & una omo-
grafia, u, v, sono vettori qualunque, ed m & un numero
arbitrario, allora o, «v sono vettori, ed inoltre:

(4) a(i -+ ) = o -+ oy, a(mu) = mau.

L’operazione di moltiplicazione dei vettori per un nu-
mero h & una particolare omografia, perché per « = h sono
verificate le relazioni precedenti; tale omografia si chiama
omotetia vettoriale.

Una omografia & determinata se di n vettori w,, ,,
wey W, linearmente indipendenti si conoscono i corrispon-
denti, ciod au,, aw,, ..., xit,, perché se u & un altro vet-
tore qualunque, si pud porre, per la (1):

W= X N, + Ty~ eere + Ty,
e allora dalle (4) segue:
@I == T,0008, - B0ty = ore == Ty A,

la quale determina cowmpletamente au.
In particolare, se si esprime ¢ mediante la (3), si ha:

) ot == %,0#, - B0l = oo + L%y

poichd i vettori ai,, ai,, ..., ai, sono vettori di S,, pos-
siamo rappresentarli con formule analoghe alle (3), cioé:

{ al, == a, b, - a it + ... 08,
Vo2, =, 8 A gy A 4 Ay 0,

(6) e e

N (ST e aX (770 P, SR, X PP T
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ove a,.; sono numeri ben determinati, dati da a,,==1i;>xi,.
Mediante i coefficienti a,, si pud formare la matrice

|

, Gy oo Uy ’
\ gy Qgy enr Uy |
(7 e e e e e ey

e e s s e ot s e w

Uy Qpy eere

che pud chiamarsi matrice dell’ omografia o, rispetto al
sistema unitario-ortogonale considerato.

Tale matrice non & percid un elemento intrinseco del-
I’omografia, perché dipende anche dal sistema unitario-
ortogonale di riferimento, e noi non ne faremo mai uso.

Data la matrice (7) e dato il sistema unitario-ortogonale,
risulta pure determinata I’omografia « mediante le (6); e
ogni proprietd dell’omografia « da luogo ad una proprieta
della matrice (7), e viceversa.

Se la a & ad es. un’omotetia vettoriale h, si ha nella (7):
@pr=h, ed a,; =0 per r=s.

Nella modernissima Fisica dei quanta (*) risulta molto
importante la teoria delle omografie (anche in spazi ad
infinite dimensioni), che per cid & ora studiata da molti
Autori attraverso il simbolismo ingombrante, inadatto, e
per nulla geometrico, né intrinseco, delle matrici; mediante
le omografie vettoriali, le formule risultano enormemente
pitt semplici, espressive, di per loro natura invariantive, e
si ha inoltre il grande vantaggio di operare direttamente
sugli enti geometrici o meccanici che compariscono nel
problema, senza ricorrere ad intermediarii di sorta.

4, Invarianti delle omografie.
Siano w,, w,, ..., t, vettori linearmente indipendenti,
e consideriamo il volume (con segno) del paralielepipedo

() Cfr. ad es.: H. WayL. - Gruppentheorie und Quantenmechanik
(Leipzig, a. 1928). In questa opera le omografic sono chiamate (pag. 7)
« lineare Abbildungen ».
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ad n dimensioni i cui spigoli sunccessivi, uscenti da un
punto arbitrario O, hanno direzione verso e grandezza eguali
a quelle dei vettori w;; tale volume non dipende da 0, e
si puo chiamare amplitudine della successione w,, Wy, vuoy 1y,
e pud indicarsi con am (w,, 1,, ..., Wy).

Se ora consideriamo il voluume del parallelepipedo corri-
spondente, che ¢ dato da

am (ail,, 0wy, ..y AUy),
si pud dimostrare che il rapporto di questi due volumi non
dipende dalla successione dei vettori #,; ma dipende solo

da «. Tale rapporto si chiama invariante &’ ordine n di a,
e si indiea con I,«, in guisa che si ha:

(8) Ija=am (a1, att,, ..., @2,)/aM (U, Wy, oy Uy

Indichiamo con z un numero (reale) e calcoliamo, per
mezzo della (8), Vespressione I(a-); & chiaro che si
otterrd, come sviluppo, una funzione intera, di grado n»
nella z. Se questo sviluppo si ordina secondo le potenze
decrescenti di %, & chiaro che il primo coefficiente (cioe
quello di z”) vale 1, e i coefficienti successivi, che dipen-
dono solo da «, si chiamano rispettivamente invarianti di
ordine 1, 2, 3, ... di a. Indicandoli con I, L, L, ...
avremo:

9) Li@+z)=2"+41,a-a" 4 To- 2" 24 La o 4. .+ o

Se, in particolare, si considera la successione dei vet-
tori ¢ del sistema unitario-ortogonale, la (8) porge:

(8) I, = am (aé,, aiy, .., aiy),
e per ’invariante primo si ha:
(10) To=1 X at, 4+ &, X al, 4+ oo T, X 2

Per I’invariante I,_,«, che & il coefficiente di ¥ nello
sviluppo (9), si deduce facilmente dalle (9), (8):

(8") am (w,, tyy wuey Uy) Ly x=am (w0, atty, ..., alt,)+
A (R, , Uy Ay, ooy Bly) - cre B (G werey Ky Un)-
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Riferendoci alla matrice (7), le (8) e (10) danno:

@y, Gy oo Uyin
au (022 ayp

(11) | IE—N I < 1y
an‘ (ln2 Apn

(12) La=a,, A e kLT

L’ invariante d’ordine n di « non & dunque altro che
il determinante della matrice di « ().

Avendosi poi (¢ —+ )i, = aiy -+ iy, & chiaro che la ma-
trice della omografia « - si ottiene dalla (7) aggiun-
gendo = a tutti gli elementi a,,. della diagonale principale,
quindi ad es.:

@, +T Gy !

Ay, Oy + T e Gon

Ay Upy oo a,m—{—:v}

e sviluppando secondo le potenze decrescenti di z si scorge
che I’invariante d’ordine r di « & la somma dei determi-
nanti principali d’ordine r estratti dalla matrice (7).

In particolare, indicando con A, il complemento alge-
brico dell’ elemento @y, nella matrice (7) si ha:

(13 Li_ja=A,+ 4, +..+ Ay

Nel caso di una omotetia h si trova subito:

Ih = ( ”) hr.
,

13" I, (ma)=m"l,«,

B poi chiaro che:

ove m ¢ un numero reale qualunque.

(1) Nell’opera citata di WeYL, Uinvariante primo di « & chiamato
(pag. 12) « Spur>» dix, e P’invariante I.x & chiamato « determinante » di «.
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5. Somme, prodotti, potenze di omografie.
Se a, B sono omografie, allora esse sono eguali, ciod a=j,
se, qualunque sia il vettore w si ha:

are = .

La somma di o e B, che si indica con «+ 3, & quella
omografia tale che, qualunque sia il vettore u, si ha:

(14) (x 4 B)ee = ot + Pue;

analogamente, per il prodotio di « per B, che si indica
con Ba, si ha:
(15) (Ba)ee = B(xuw);

& importante notare che il prodotto Ba non gode della pro-
prietd commutativa, ciod in generale Bo = af.

Se la « ha per matrice la (7), e indichiamo con b, gli
elementi della matrice dell’ omografia §, si riconosce subito,
dalle (14), (15) che gli elementi della matrice di o+ 8
SONO @, + by;, © quelli della matrice di B« sono

~

Ay b,y 4 Aoy e - @b,

ciod sono la somma dei prodotti degli elementi della ™%
orizzontale della matrice di o per quelli corrispondenti
della s™® verticale della matrice di f.

Dalla (10) risulta che Voperatore I, & lineare, perché
si ha:

I(@+4+p)=ILa+1p, I(mz)=m-la,

qualunque sia il numero m.

Gli invarianti degli altri ordini non sono operatori
lineari.

Dalla (8) si deduce subito la notevole relazione

- (16) Iu(aB) = Lho- 183,

che equivale all’enunciato comune: il determinaunte della
sostituzione prodotto di due sostituzioni lineari, ¢ eguale
al prodotto dei determinanti delle due sostituzioni.
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Della omografia a possiamo considerare le successive
potenge &*, o, ... le quali sono legate agli invarianti dalla
identitd fondamentale (Espaces, pag. 18);

(17) a® — (L&) a4 (L) &% — o + (— )" L,z =0.

Mediante questa identitd si pud esprimere una qual-
siasi funzione intera di « mediante le potenze dei primi
n—1 gradi di « e gli invarianti.

Dalla (17) si pud dedurre facilmente la proprietd:

amn). L(af) = L(Ba), (r=1, 2 wu, 0)

Un’ omografia si dice proprie se trasforma n vettori
linearmente indipendenti di S, in n vettori pure linear-
mente indipendenti; si dice degenere nel caso contrario.

Affinch® un’omografia sia propria & necessario e suffi-
ciente che il suo invariante & ordine n sia diverso da zero.

Se un’omografia & ‘degenere esiste almeno un vettore
non pullo tale che il suo corrispondente & nullo; e viceversa.

Una direzione si dice unita per una omografia o se,
preso un vettore 2 non nullo (ad es. unitario) parallelo a
tale direzione, il suo corrispondente o ha ancora quella
direzione; esisterd quindi un numero non nullo m tale
che ow = mu.

Ne segue (a — m)u =10, percid 1’omografia o —m & de-
genere, e quindi il numero m deve essere radice dell’ equa-
zione Iy(@ —m)=0, di grado n, che si sviluppa colla (9).

Se n & dispari tale equazione ammette sempre almeno
una radice (reale), quindi in tal caso esiste almeno una
direzione unita per o.

Per una omotetia, ogni direzione & unita; e viceversa.

L' omografia « si dice invertibile quando, essendo w, v
vettori arbitrari, dalla relazione

o =ov Sitrae w=1v;

in tale caso si pud considerare P omografia inverse di «,
che si indica con a—!, e allora dalla relazione:

18) au=mv, sitrae w=qo"'v.
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B chiaro che i prodotti aa—!, a—'ax valgono I’identitd.
E facile vedere che le sole omografie proprie sono invertibili.
Infatti, dalla (18) si deduce, ricordando la (17):

— (= (Lu=[a""! —([,a)a" 4~ (T, @)a" > —... 4 (—1)*~ I, _ alv,
quindi, se I,x ==0, si ha, confrontando colla seconda delle (18):
A9) e~ =(—1)" o —(L,a)a"* +-(La)a* — .. -(—1)" L, _ a)/] e

Di qui e dalla (17) si deduce che qualsiasi funzione in-
tiera di «~* pud esprimersi mediante le potenze dei primi
n—1 gradi di « e gli invarianti.

Dalle (6) risulta subito che se si considera la matrice
dell’omografia «—*, il suo elemento generico a',., & dato da

(19) ' ., = A, L
E poi facile vedere che se «, 8 sono invertibili si ha:

(pa)—i o a—ip—i.

6. Dilatazioni, assiali, coniugate.
Un’omografia « si chiama dilatazione, oppure assiale,
secondoche presi due vettori arbitrari e, v si ha, rispetti-
- vamente:

(20) wXav==v>X aw, oppure wu>X av=—— v a.

E chiaro che le omotetie sono anche dilatazioni, ma
non assiali.

Se « e § sono dilatazioni, oppure assiali, tali sono anche
le omografie della forma « + m3, con m numero arbitrario.

B facile vedere che se, qualunque sia il vettore e, si
ha e >< a0 =0, I’omografia « deve essere assiale.

Se la « & una dilatazione, si ha dalle (6), qualungue
siano 7, s, @ = a,,., quindi la matrice (7) & simmetrica;
se invece « & assiale si ha a,; = — a,,, percid la matrice (7)
& emisimmetrica.

Ogni dilatazione ha sempre, almeno, n direzioni unite,
a due a dune ortogonali (Hspaces, pag. 17).

Burgatti 1t



146 [Cap. T}

11 prodotto di due dilatazioni non @, in generale, una
dilatazione; analogamente per le assiali.

Una potenza qualunque di una dilatazione « & ancora
una dilatazione, la quale ha le stesse direzioni unite di a.

Se o & un’omografia qualunque, si chiama coniugata
di o, e si indica con Ko, ’omografia tale che, qualunque
siano i vettori w, v, si ha:

@n 1w X< Kap = v X aw, (teorema di commutazione).
E chiaro che, con riferimento alle (6), (7), la matrice di

Ko si ottiene da quella di o seambiando le orizzontali colle

verticali.
Dalla (21) risulta ovviamente che, se «, § sono omografie

ed m & numero, si ha:
(22) KRKa=ua, K-+mf)=Ka+ mK§.

Se « & dilatazione si ha Ka=ua; se o o assiale si ha
invece Ka=— — «; © viceversa.
Dalla (21) si deduce ancora, senzi difficoltd :

{23) KiBo) = Ko KB, Kiaf)= (Ka)®,

ove s & un intero, che pud esser anche negativo se a &
invertibile.

Si stabilisce poi facilmente, mediante la (17), o cobsi-
derando le matriei di a o Ka, che

(23" I(Ka)=La, (r=1,2 . n).

B chiaro che le omografie (z+ Ka«)/2, (x — Ka)/2, sono
rispettivamente una dilatazione ed una assiale; esse si indi-
cano con D«, e con Acx, ciog si pone

Do = (o + Ka)/23 Aa = (« — Ka)/2.

Ne segue subito, se «, B sono omografie ed m & un
numero :

D(a + mB) = Da + mDp, A(x—+ mf)=Aax + mAg,

percid D, A sono operatori lineari.
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Sussiste poi la notevole proprieta:

Gli invarianti @’ ordine dispari del prodotto di una dila-
tazione per una assiale sono tntti nulli.
~ Infatti, applicando le (23'), (23), (17') si ha, indicando
con o un’assiale e con B una dilatazione:

I(af) = L K(af) =IL(KB-Kx) = I,(—Bx) =I,(—ap);

ora, se r & dispari, I"ultimo membro, in virtlt della (13
vale — I,(«B), percio ne segue il teorema.

In particolare risulta che negli spazi con un numero
dispari di dimensioni le omografie assiali sono degeneri.

7. Diadi; isomerie.

Se 1w, v sono vettori di S,, col simbolo H(w, v), che si
legge diade determinata dalla coppia 1w, v di wveltori, si
intende quella omografia tale che, preso un vettore arbi-
trario o si ha:

24 Hw, v = u X - v;

la diade H(wn, v) trasforma dunque un vettore qualunque x
di S, in un vettore parallelo a v, percio le diadi sono tutte
omografie degeneri.

Dalla (24) risulta senz’altro che

H(w, v) =0 soltanto se w =0, oppure ¢=0.
Inoltre si riconosce subito che, se w ¢ un altro vettore
ed m un numero, si ha:
- H(ee + v, w) = H(w, w) + H(v, w0),
(25) ¢ H(w, v + w) = H(u, v) -+ H(n, w),
H(mae, v) = H(te, mv) = mHw, ¢).
La somma di due diadi qualungue non ¢ una diade.

Invece il prodotto di due diadi & sempre una diade; e
precisamente si ha, se @, b sono vettori:

(25) - H(«, 5)H(u, v) = a > v-H(, b) (1),

() Se @a><Xv=0 il prodotto delle due diadi considerate risalta
nullo, benché nessuna delle due diadi sia nulla.
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come tosto si riconosce applicando i due membri ad un
vettore qualunque .
In modo analogo si vede facilmente che

(26) oH(u, v)= H(u, ar), Hu, v)a= H(Kau, v).
Si stabiliscono pure facilmente le proprieta seguenti:

- (I,H(, v)=uX?, LHue,v)=0, (r=2,3, " n)
¢ )Q KH(w, )= H(v, w);

percid una diade & pure dilatazione soltanto se i vet-
tori e, v sono fra loro paralleli.

Si chiama isomeria (vettoriale) ogni omografia che ap-
plicata ad un vettore qualunque lo trasforma in un altro
avente lo stesso modulo; percid se a & un’isomeria ed
& un vettore arbitrario, si ha:

(28) (@) = us,

o viceversa. Se poi v & un altro vettore qualunque e si
pone w - v al posto di v nella (28), si trae subito:

(29) o D o =uX?t

dalla guale si deduce che le isomerie non solo conservano
le lunghezze dei vettori a cui sono applicate, ma conser-
vano altresi gli angoli formati dai vettori stessi.

Dalla (29), applicando il teorema di commutazione (21),
si deduce facilmente, che affinch® o sia un’isomeria & ne-
cessario e sufficiente che

(30) aKa = (Kajo = 1.

Dalla (30) e dalle (16), (23) risulta (I,a)* =1, percid le
isomerie sono omografie invertibili, e si ha dalla (30):

ot = Ke.

Dalla (30) risnlta subito che anche Ko & isomeria, e
cosl pure a” ’
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La somma di due isomerie non &, in generale, un’iso-
meria. ‘

Invece il prodotto di due isomerie & sempre un’isomeria.

Dalle (30) risulta che se « & uu’isomeria, la matrice (7)
¢ una matrice ortogonale.

Supponiamo che 1’isomeria o sia funzione di una varia-
bile numerica t, allora sussiste 1’importante proprietd che
la sua derivata o' 8i puod serivere soito la forma:

(31) o = Aa,

ove A & un’assiale.

Infatti, derivando la aKa =1 si ha:
o'Ka + oaKa' =0, cioé o'Ka+ Kiz'Kx)=0,

la quale mostra che I’omografia o'Ka=A, & un’assiale;
moltiplicando qui a destra per « e ricordando che (Ka)x =1
si ha la (31).

Dalla (31) si deduce un’altra proprietd molto importante.
Sia € un corpo rigido dotato di un moto qualunque nello
spazio S,, e indichiamo con w il vettore determinato da
due punti qualunque di C e con ' la sua derivata rispetto
al tempo. Allora sussiste il seguente

TEOREMA. - Esiste una omografic assiele ben determi-
nate A, funzione solo del tempo t, tale che

319 w' = Au.

Infatti, sia C, la posizione al tempo ¢, (posizione ini-
ziale) del solido C, e sia w, il valore di e« al tempo ¢,;
esiste una isomeria ben determinata «, che non dipende
che da ¢, tale che:

(a) w = au,.

Derivando rispetto a ¢t e applicando la (31) risulta
W' = Aaw,, e, per la (a) stessa, ne segue la (31).

La (31') costituisce la formula fondamentale della cine-
matica dei sistemi rigidi di S, (Espaces, pag. 244).
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8. Iperomografie di S,; somme e prodotti.

Abbiamo detto (n. 4) che un’omografia di S, é un opera-
tore lineare che trasforma vettori in vettori; ma nelle
applicazioni si presentano spesso operatori lineari pit ge-
nerali, ciod tali che applicati a successioni di parecchi
vettori danno per risultato un vettore. Siffatti operatori
si chiamano genericamente iperomografie; la loro teoria
generale & sviluppata negli Espaces courbes, 111, e qui ci
limiteremo a richiamare le nozioni che ci saranno necessarie
per le applicazioni geometriche che intendiamo sviluppare.

Le omografie che abbiamo studiato sinora le chiameremo
anche omografie di 1° ordine, od omografie ordinarie.

Chiameremo invece omografic di 2° ordine (di S,) un
operatore lineare che trasforma upa coppia di vetiori in
un vettore, omografic di 3° ordine un operatore lineare
che trasforma una terna di vettori in un vettore, e cosl via ().

Ne segue che se a, b, ¢, d, ... sono vettori e p, indica
una omografia di ordine », le espressioni

porty  o(t, B), o, b, ¢), mla,b,¢a,..

che possiamo serivere pitt semplicemente cosl:
.

Wty Poab, pabe, pabed, ...

rappresentano vettori ben determinati (di Sy).

Inoltre é chiaro che, ad es., p,@ & un’omografia ordi-

naria, p,e & un’omografia di 2° ordine, p,ab & pure un’ omo-

grafia di 2° ordine, ecc.

Converremo inoltre che un’omografia p,, di 01‘dme 0,
indichi un wvettore.

17 egnaglianza e la somma di due omografie &’ ordine r
si stabiliscono in modo analogo a quanto abbiamo fatto
per le omografie ordinarie.

() Molti autori tedesehi chiamano « tensori di ordine »» ¢id che
noi chiamiamo, da molti anni, « omografie di ordine r—1»; la deno-
minazione tedesca & anche seguita (chissd perché) da vari antori italiani.
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Quindi, ad es., se p,, ', sono omografie di 4° ordine,
si ha p, =/, solamente gquando

(32) w,abed = ' abed,

ove, come anche in ¢id che segue, i vettori a, b, ¢, d sono
del tutto arbitrari.
Dalla (32) risulta ovviamente:

pebe =W, abe, pab =y ab, pa=yp a.

Similmente, la somma p, + p/, delle omografie p, e p’,
8 quella omografia di 4° ordine tale che

(1, + [J.')(lb(:d = p,abed +- P«/4ab0d-

Ne segue, ad es. (p, + p',)ab = p,ab + p/,ab.

Invece il prodotto di una p,. per una p, & una omografia
d’ordine r + s — 1. Cosl ad es. il prodotto di umna p, per
una p,, che indicheremo brevemente con p,p,, & quella p,
tale che

(o) tbed = p,(p,abjed.
E poi assai facile vedere che
(B9 = 1)l == Balts + Wolts,
(i = 1'5) = Ralbr + a5
invece, in generale, n i, =F w,p,..
9. Operatori lineari per le iperomografie.
Indichiamo eon p, un’omografia di ordine r, allora

colla notazione Kp,, che si legge coniugata di ., si indica
quell’omografia ’ordine » tale che

(33) (Kpp )ty e @, = K(ppt, gt ) (1=2),

qualunque siano i vettori @,, ¢y, ..., @0, di Sp.
Similmente, colla notazione I,p,., che si legge invariante
primo di p,., si indica quell’omografia di ordine r tale che

(34) T )er g i@y, = I (pra, @, ca,_,); (r=2)



+

152 [Cap. I}

& chiaro che (,.@,a,....«@,._, rappresenta un’ omografia ordi-
naria ben determinata.

Oolla notazione kp, si indiea quell’ omografia di ordine r
tale che:

(35) (KEy )@ty s (g e = Pyl Uy ees Uyl (r=2)

percid Poperatore k applicato a p, produce lo scambio
dei due ultimi vettori che si considerano.

Analogamente, colla notazione k¥, si indica quel-
1’ omografia d’ordine r tale che:

(36) (R* g ), € oo e €y == Pyl oo Uy Gy (r=2%
I’ operatore k* applicato a ., produce dunque solo lo scambio

dei due primi vettori a cui la p,. & applicata. La (36) puo
seriversi pitt semplicemente:

(36) (k*p, e, @, = pra,a,.
Dalle formule precedenti segue senz’altro:

(37) KK, = ity Kkpy =, KE*pp = pr;

inoltre & chiaro che per una p, 1’operatore k* & identico
all’operatore K.
Inoltre si deduce subito che, ad es.

(38) (Kp)oa,= K(p,a,a,), (Ip)a, = L)),
(39) (kp)a,a, = k(Pdl‘"g), (k*l-"4)“1(‘2 = paa,.

Nei primi membri le parentesi possono essere sottintese.
Una relazione notevole fra gli operatori K, k & Ia
seguente:

(40) KkKyp, = kKky, (r=2.

Infatti, posto p,e,a, ..., =n,, la p, & un’ omografia
di 2° ordine ben determinata e si ha successivamente, per
il teorema di commutazione (21) e per la (35), indicando
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con o un vettore arbitrario:

o X KkKp, 1, ;.. @@y, @, = x X KkKp,a,_ @, =
=a, X kKp,a,_ a0 = a4, X K@, _, = a,_, X p,ca, =
==ty X Kp,a,0 = o X Kkp,a,a,_, =
= X kKkp,a@,_,a, = 0 >} kKKK, @,@, ... 0y _oy0t,_ 0,3

e per I’arbitrarietd dei vettori , @, a,, ..., @, si con-
clude la (40). :
In modo simile si stabiliscono le formule:

Kk*p, =k*Kp,, (r =3), k*kk*p, = kk*ky,,
k(}’qpr) = P‘;kp'ra k*(P‘sP’r) - P’sk*p‘m (7221 §= 1)7
K(pppg) =Ky g, L) =Tty by, (r=2,8=>1),

e numerose altre analoghe (Fspaces courbes, pag. 35).
Ricorrendo agli operatori k, k* & possibile trasformare

ad es. I’espressione p,abe, in un’altra nella quale i vet-

tori @, b, ¢ si susseguano in ordine qualunque. Cosi si ha:

pyttch = kp,abe,  pycab = k*p,ach = kk*p,abce,

) Pebae = k*p b, phea =k*kp,abe, p,cba=Xkk*kp abe.

Hssendo sempre p,. un’omografia di ordine r» > 1, colla
notazione vu,, che si legge vettore di p,., si intende quella
omografia di ordine » — 2 tale che:

42) [(vpn )ty oy, ] X6y, = L (KK ppa,a, ... ap_,m,_,),

qualunque siano i vettori «,.

E chiaro che per r =2 il vy, & effettivamente un vettore.

Nel secondo membro, 1’espressione racchiusa entro le
parentesi & un’omografia ordinaria.

L’ operatore v trasforma quindi un’ omografia di ordine »
in un’ altra il cui ordine & r — 2, e pud essere applicato
pilt volte, abbassandosi cosi I'ordine » di 2 unitd per volta.
Esso corrisponde all’ operazione che comunemente si chiama
< saturazione degli indici » o « contrazione™ dei tensori ».

Per tale operatore si possono stabilire facilmente le
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formule seguenti:

V(@ €l o Ayp_y) = (Vi )0, Ay e Ay (r=2),

(43) VEp, = Vit V() = 1V, (r=2).

Inoltre, riferendoci ad un sistema unitario-ortogonale di
vettori 4,, €,y sy @n, Si ha:
(44) (V)@ @y e sy = Dpt €y JRRRT7 N
Infatti, applicando la (10), si ha dalla (42):
(Vi) By evoe gy | X Ay = 3,8 XX KRl @y o Oy €5 =
== B, XK@y eree pglslly | = Ur—y 3 2, 0y o Ayl
e per I’arbitrarietd del vettore «,_, si conclude la (44).
Dalla (44) segue, ad es.
(44) (Vir) == Dgytdsiyy Vi, = DINTIR N O
(44") v(vi,) = 2B, i virisls .

Inoltre & facile stabilire 1’importante relazione:
(44"") I vkH*p, = 1, vKp,.

B importante osservare che gli operatori K, 1, k, k* v
che ora abbiamo introdotti sono lineart, percid se indi-
chiamo con f uno qualunque di essi, si ha:

f(pr 4+ 1) = fu, -+ ' f(mp,) = mfy,.,

qualunque siano le omografie (’ordine 7) gy, Wr € il nu-
mero (reale) m.

ESEMPIO. - Se w & un vettore, 1’ operatore u><, che e
evidentemente lineare, & una omografia di 2° ordine, per-
ché (1<)b, che vale w>a-b, & un vettore. Per tale omo-

grafia sussistono le formule seguenti:

K@) = u X, LX) =n-uX,
k(<) = H(u, a), v(ux) = u,

Ja cui dimostrazione, semplicissima, & lasciata al lettore.
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10. Differenziali e derivate di vettori e di omografie.

Per i vettori e le omografie, di ordine qualunque, di
un 8,, funzioni di un puunto P variabile in S,, si possono
definire i differenziali e le derivate rispetto a P allo stesso
modo che nello spazio ordinario (cfr. vol. I di questa
Oollezione; Introd.), percid qui ci limiteremo a ricordare
le formule prineipali relative a questi nuovi enti.

Se i, 1y, i, sono omografie di ordine r, § funzioni
di P, ed u, v sono vettori, pure funzioni di P, si ha,
come in Analisi:

Ay + 1) =dp A= d s, d(pepts) = dity g = dig,
d(pr) = dpyou - podu,
dH(w, v) = H(du, v) + H(u, dv).

Se f indica uno qualunque degli operatori lineari K,
I,, k, k¥ v, si ha:

(45) dfp, = fdy,.;
ed inoltre, se a,, d@,, ..., a,, ($<<r) sono vettori costanti,
risulta:
(46) Ay, gy e @) = (AR ) 00y ity
Se (lP, 8P, d,P, ... sono differenziali del punto P, si ha:

d du,
(47) dP_.dp.,, d‘;;ap_5 s l*;(zp-dm,,
La derivata di g, rispetto a P & un’omografia di or-
dine r + 1.
Da queste e dalle (45), (46) si deduce poi subito:

(48) K dp,,, de,. dp., (II‘p., d_p.ﬁ_dkp.,. Vﬁl&_d_\’p_,_
AP~ 4P ' ‘4P 4P ' AP 4P’ dP— dP’

ove, nelle prime due formule si suppone r=1, e nelle
altre due r =2; invece

d,. , dk*p,. .
*(IP w(lli," per r=3.

(48")
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Condizione necessaria e sufficiente affinché p,dP sia un
differenziale esatto, ciod p,. Sia una derivata rispetto a P,
¢ che

dp du,
L ok Al o
(49) k AP~ dP’

ammesso che per uuna qualunque funziove F di P sia
ddF —8i{F.
Ci limiteremo qui a far vedere che la (49) & necessaria;
supposto che si abbia p,dP=dp,_,, sard pure p,dP =23, _,;

operando sulla prima con & e sulla seconda con d e poi
sottraendo, risulta:

By dP — dp,-3P =0,
cioe, per le (47):

diy _dpy _
cbesPaP — i dPOP =0,

od ancora, per la (36'):

U & ipap—

(k dP)dPSP iP dPP =0,

e poiché dP, 3P sono vettori arbitrari, ne risnlta la (49).
Sussistono poi le formule seguenti, ove « & un vettore

funzione di P:

(., d S,
(50) S e (G DI
d(p,uw du LAy -
(51) *%LP‘): *’"R“P*'(k* ﬁ%) " (r=1)

le quali risultano subito dallo sviluppo di d(p,p,) e dip,ae).
Nel caso particolare che p, sia un’omografia ordinaria,
le formule precedenti possono seriversi cosl:

, d(eB) . d do
(30 kGl = ek 5+ (< )
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perché per le omografie di ordme 2 T'operatore k* coin-
cide con k.

11. Gradiente e divergenza di un’omografia.

Sia p,, al solito, un’ omografia di ordine r, funzione di P;
colla notazione gradp,, che si.legge gradiente di p,., si
indica I’omografia di ordine r — 1 tale che:

(52) gradp, =v_r5 (r=1);

analogamente, la notazione div .., che si legge divergenza
di p,., indica 1’omografia di ordine r — 1 tale che

(63) div p,:Il%, (r=0);
se r =0, sappiamo che p, indica un vettore determinato,
e la (53) coincide colla nota formula che, nello spazio ordi-
nario, definisce la divergenza di un vettore.

I1 secondo membro della (53) pud anche scriversi, per
la seconda delle (48): d(I,p,)/dP.

E facile stabilire le formule seguenti:

(54) dm/dP = (grad m)>, K dgradm __ dgradm

dP — 4P
(lu dv
(65) grad (>wv) = ?lP v+ K- ap"
(56) —d(:;b) =m g%+ H(grad m, u),

ove m, w, v sono numero e vettori funzioni di P.
Dalla (44) risulta poi:

(57)  (grad p,)a,a,....a,_, =3I, I‘;;aa2 a,_ii,.

() Alcuni autori tedeschi chiamano, per r=1, « divergenza di p, »
il vettore definito dalla (52); ora, tale denominazione & evidentemente
inammissibile, perché intanto & in contraddizione colla (53), e poi
anche perché se Ia p, si riduce ad un numero u, Ia divergenza di «
viene ad essere 1’ordinario gradiente di u’
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Dalla prima delle (54) segue senz’ altro:
(84) grad m > dP =dm,

dalla quale, come nello spazio ordinario, si deduce che se m
& funzione delle variabili numeriche %, Y, «-cs le quali a
loro volta sono funzioni del punto P, si ha:

. __om om
(b4") grad m = ™ grad ¢ + 3 grad ¢ -+ ...

Sussiste poi la notevole proprieta:
Se I omografia o, funzione di P, ¢ assiale, si ha:
(67 divgrad « =0.

Infatti, applicando successivamente le (53), (52), (48),
(49), (44""), (48), risulta:

. . do d _da d*oe
divgrad « = divy 55 = I, P ap— I, Vg
d?o Ao A*Kax
— ek — —_— ;.
=1, vk* o= 1VR g =Ly e
ma siccome o & assiale, si ha Ka=—ua, percio 1'uitimo

membro differisce solo per il segno dal 4° membro, e di
~ qui si conclude il teorema.

12. 1’ operatore R per le omografie ordinarie.

Sia u,, Wy, wwy Up—, UL successione di n — 1 vettori
qualunque di Sp; colla notazione B(w,, %y, ..y W)
che si pud leggere prodotto esterno della successione ,,
Uyy woey Up—, di vettori, indicheremo quel vettore (*) tale
che, qualunque sia il vettore «, risulti:

(58) @ > B (10, Uy, wrury Up—y) = 21 (A 10,y Wy ooy Wiy )

Nel caso dello spazio ordinario si ha: B(u,,u,) =u, A\u,.
Dalla (58) risulta ovviamente che il prodotto esterno &
un vettore normale a ciascuno dei vettori e, 1y, vy Wn—y *).

(1) 11 vettore E(uy, te, - ) u,) pud essere introdotto anche con altre .
considerazioni; c¢fr. BURGATTI, Proprietd delle omografie assiali in un S,
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Cio posto, se o« & un’omografia ordinaria di S,, colla
notazione Re, che si pud leggere reciproca di o, si intende
quell’omografia tale che, qualunque siano i vettori w,, u,,
weey Uy, Sioabbia:

(59) RoaBE(w,, Uy, wuey 1, ) = B(ate,, 2at,, ..., 0tt,,_ ).

Nel caso dello spazio ordinario si ha

(59 Ra(we, Aw,) = (cu,) \au,.

Dalla (59) si deduce subito, m essendo un numero:
R(ma) = m"~*Re, la quale mostra che I’operatore R mnon
& lineare. _

Inoltre & chiaro che RH(w, v} =0, qualunque siano i
vettori w, v.

Dalla (59) si ricavano pure facilmente le importanti
formule:

(60) Ro-Ka = Ka- Re = 1,1,
(61) R(aB) = (Ra)RB,

ove § & un’altra omografia. Se I’omografia « & invertibile,
risulta, dalla (60):
(62) Ra = (I,0)Ka—?,

che stabilisce una relazione semplicissima fra I’ omografia Re,
reciproca di «, e I’omografia o=, inversa di «.
Dalla (60) si deduce subito

(63) KRz = RKu.

Inoltre dal confronto delle (62) e (19) si desume senz’ altro
I’ espressione di Re in funzione di «.

B anche facile caleolare gli invarianti dell’ omografia Ra
(Espaces courbes, pag. 21); qui ricorderemo soltanto che

(64) L.Ro = (T)" .

euclideo con applicazione alle formule di FrENET. (Rendiconti R. Acca-
demia dei Lincei; serie 6%, vol. VII; 1° sem. 1928).
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Dalle (62) e (19" si deduce immediatamente che la
matrice di Ro & la matrice reciproca di quella di « ciog:

ove A,, & il complemento algebrico di @, nella matrice (7).
Le (60) equivalgono allora alle note proprietd relative alle
somme dei prodotti degli elementi di una linea di un
determinante per i complementi algebrici degli elementi
della linea stessa o di una linea ad essa parallela. E la (64)
esprime un noto teorema di CAvoHY sul valore del deter-
minante reciproco di un dato determinante.



Carirorno II.

Spazi curvi e loro geodetiche.

1. Varieta immerse in spazi euclidei.

Sia Sy uno spazio euclideo ad N dimensioni; possiamo
definire, per via ricorrente, puramente geometrica, le va-
rietd immerse in tale spazio, con un procedimento analogo
a quello col quale si definiscono le curve e Je superficie
dello spazio ordinario (!).

Chiameremo percid varietd ad une dimensione, o linea,
di Sy, e I'indicheremo con V,, ogni figura di Sy tale che,
preso un punto qualunque @ di essa, si pud sempre con-
durre per @ un iperpiano (di Sy) che ha in comune colla vV,
un numero (finito o no) di punti isolati.

Analogamente, chiameremo varietd ¢ due dimensiond,
o superficie, di Sx, e 'indicheremo con V,, ogni figura
tale che, preso ad arbitrio un punto qualunque @ di essa,
si pud sempre condurre per @ un iperpiano avente in co-
mune colla V, una V,,

Cosi procedendo, per induzione, chiameremo varieté ad n
dimensioni (0 spazio curvo ad n dimensioni) di Sy, e Pin-
dicheremo con V,, ogni figura tale che, preso un punto
qualungue @ di essa, si pud sempre condurre per @ un
iperpiano avente in comune colla V, una V,_,.

Da queste definizioni risulta che se si considera un
punto @ funzione (derivabile ecc.) di una sola variabile 4,
che varia in un certo intervallo, il luogo di @ & una curva
di Sx; se @ & funzione di 2 variabili indipendenti Qs 9oy

(1) Cfr. BORALI-FORTIL - Logica matematica, 2° ediz., pag. 477, (Ma-
nuali Hoepli; Milano, a, 1919).

Burgatti 11
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e i vettori 8Q/%q,, 9@ /dg, non SO0 paralleli, il luogo di @
& upa superficie di Sy, e, in generale, se @ & funzione di n
variabili indipendenti ¢, sy -y Iny © i vettori 9Q/2¢,,
2Q/3q,, v, 0Q/%n SONO linearmente indipendenti, il luogo
di @ & una V, di Sx, la quale si dice anche immerse in Sx.

Si chiama poi elemento lineare, 0 elemento &’ arco, dellaVy
in un punto @, la lunghezza ds, caleolata in Sy, dello spo-
stamento infinitesimo d@ del puuto @ sulla V., cioé la
distanza dei due punti infinitamente vicini @ e Q+d@
di V,; pereio avremo: ’

1) ds = mod d@,

o, cio che equivale:
(2) ds* = dQ X< d@ = a9,

il prodotto interno, o scalare, essendo calcolato in Sy.

Introdotto cosl il eoncetto di elemento d'arco della Vi,
si deduce subito, per integrazione, quello di lunghezza di
un arco di curva, e, come vedremo presto, quello di angolo,
area, volume, eec..

9. Varieth immerse in altre varieta.

Si abbia in Sy una Vy; si possono definire le varietd
ad 1, 2, «w.., M dimensioni, con m ==, contenute, 0 imnierse
nella V,, collo stesso procedimento adoperato nel n. 1 per
definire le varietd immerse in Sy.

Se la V, © il luogo del punto Q (4,5 Gy s In) funzione
regolare (cioé derivabile, ece.) di n variabili indipendenti
G,y oy «vy dn> © S© queste variabili si suppongono espresse
con funzioni regolari di m=1n altre variabili indipendenti
Dyy Pay eoeey Py allora @ risulterd funzionc regolare di p,,
Doy ey P © descriverd una varietd ad m dimensioni Wy,
immersa nella V. In tale caso i vettori 0Q,/3p,, 0@ /P;;
vrey 0Q /0Py, saranno linearmente indipendenti.

In particolare, se il punto @ risulta fuuzione lineare
di Py, Pyy weer Py BllOTA si dice che la varietd Wi & euclidea,
od anche che & uno spagio lineare, 0 euclideo.



[Cap. 1II) 163

Se @ e Q+dQ sono due punti infinitamente vicini
della W,,, & naturale di attribuire alla loro distanza lo
stesso valore (1) ottenuto considerando i due punti come
appartenenti alla V,, o addirittura ad Sy.

Se m =1, cioé se @ risulta funzione di una sola varia-
bile p,, la W, & una curve di V,; se m=n—1, la W,_,
si chiama ipersuperficie di V.

Sulla Vy, una ipersuperficie si pud rappresentare con
un’ equazione della forma f(¢)=0.

Se si indicano con ¢,, ¢,, ..., ¢, dei vettori unitari co-
stanti, e si considera lo spazio lineare definito da

(3) Q — 00 +p,c, + p,c, A+ s -+ Pl

ove O, & un punto fisso, € p,, P,y e, P, Sono variabili
reali indipendenti, allora tale spazio avrd m dimensioni
(cioé sard un Sy) se i vettori ¢,, ¢,, ..., ¢, sono linear-
mente indipendenti; nel caso contrario lo spazio avra
dimensione » minore di m, ed i vettori ¢ appartengono
allora ad un S,, e percid non sono pit indipendenti.

Nel primo caso, se 1 & un vettore qualunque dell’ S,
definito dalla (3), si puo porre

4) ' =", + hyc, + ... )yCpp,,

ove h,, h,, «... by, sono numeri ben determinati.
Stabiliamo ora la seguente proprietd, dovuta a SCHLAFLI:
TEOREMA. - Una qualunque V, descritta dal punto
Qs Goy ees §n) PUO SemPre considerarsi come immersa in
uno spazio euclideo Sy il cni numero N di dimenstoni sia
abbastanza grande.
Infatti, consideriamo lo spazio euclideo desecritto dal

punto
M =0 +z1, + 2,i, + ...+ xyin,

al variare delle 2, ove ¢, i,, ...., &y sono vettori formanti
un sistema unitario-ortogonale di Sy, e facciamo vedere
che & sempre possibile determinare le z in funzione delle g,
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in modo che si abbia:
(5) AM? = dQ.

Poiché si pud riguardare M come fanzione di @, si ha:

dM
dM = wdQ,

quindi
aM dM dM dM
P —— dQ= .
dM 0 (IQXdeQ tlQXKdQ dQ‘Q’
e se si determina M in guisa che
dM dM
(6) a0 49 = 1,

la (5) risulterd ovviamente soddisfatta.

11 1° membro della (6) & evidentemente una dilatazione,
quindi la sua matrice & simmetrica (Cap. I, § 6), e poiché
gli elementi distinti di guesta sono, in generale, n(n + 1) /2,
la (6) da luogo ad n(n -+ 1)/2 equazioni differenziali di 1°
ordine (a derivate parziali) fra le funzioni incognite z;
siccome queste sono in numero di N, cosi si deduce che
se N = n(n -+ 1)/2 la determinazione delle funzioni z & in
generale possibile, conforme all’enunciato.

Per particolari Vy si capisce che N pud assumere anche
valori minori di n(n + 1)/2 (ma non di n); ad es. sela Vy
& essa stessa euclidea, si pud supporre addirittura M = ¢
nella (6) e quindi N =nn.

3. Tangenti e normali ad una varieti.

Sia W, una varietdh immersa in V., e supponiamo che
Q(P.s Doy weees Pm) MO sia un punto generico; chiameremo
tangente a Wy in @ la posizione limite della retta dello
spazio euclideo Sx (in eui la Vy si puod immaginare immersa)
che unisee il punto @ con un altro punto arbitrario Q A Wnp,
quando @, muovendosi sulla Wy, tende, in modo qualunque,
al punto @.
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K chiaro che se una retta & tangente a W, in @, sard
pure tangente in @ ad ogni varietd immersa in V, e pas-
sante per la W, considerata.

Poiché i vefttori 9Q/%p,, ...., 9Q/9p, sono linearmente
indipendenti, le rette passanti per @ e parallele a questi
vettori sono tuftte tangenti a W, in @, e determinano
un S, euclideo che & tangente alla varietd W, in @.

Riguardo alle tangenti ad una varieta si hanno le pro-
prietd seguenti:

TeorREMA I. - Ogni retta passante per il punto @ di W,
¢ normale alle direzioni dei vettori 9Q/dp,., (r =1, 2, ..., m),
che determinano lo spazio S, tangente « Wy, in @, é anche
normale a tutte le alire rette passanti per ¢ e appartenenti
all’ S, tangente.

Infatti, se v & un vettore parallelo alla retta conside-
rata, si hanno, per ipotesi, le m relazioni:

(@) vXoQ/p, =0, (r=1,2,..,m);

d’altra parte, se w ¢ un vettore parallelo ad una retta
passante per @ ed appartenente all’S,, tangente, si trae,
da una formula analoga alla (4);

LN

"= ap + hy, ~— a, -+ .. m ma

di qui, e dalla (a), si conclude v > =0, il che dimostra
il teorema.
La retta considerata & una normale alla vaueta Wy in @
Se ora consideriamo Ia varietda V,, le rette passanti
per @ e parallele agli spostamenti infinitesimi d¢ del punto ¢
sulla V,, sono tangenti a V, in @. Poiche il punto @ di V,
& funzione delle variabili indipendenti ¢,, ¢,, ...., ¢», i ha:

Q oQ oQ
(lq‘ aq; (Iq2 -+ o é;q‘

dQ = dgp ,

n

da cui segue facilmente che tutte le tangenti a V, in @
formano uno spazio euclideo ad n dimensicni, immerso

in Sy, e che puo chiamarsi spazio tangente alla V, in 9.
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TrorEMA 1L, - Se una retta é normale alla Vy in @, é
pure normale in @ ad ogni Wp immerse nella V. e pas-
sante per @.

Questa proprietd & pressoché evidente, in virtu del
teorema I.

TrorREMA III. - Le tangenti @ Vn in Q, che sono pure
normali in Q ad una varieta W, immersa in Vy, formano
un Sp_n.

Infatti, preso nello spazio euclideo tangente a V,in @
un sistema unitario-ortogonale di vettori 4,, @5y eeney Tn M
risulta che una direzione qualunque in tale spazio sard
determinata da un vettore della forma:

o= hd, + hi, .t L7 PO

ove le I sono numeri determinati; il vettore o sard nor-
male a W, se & normale ai vettori ¢@/dpy, ciod se si ha:

0 ><3Q[3p, =0, (r=1,2, ccey M);

ora da queste m equazioni si possono ricavare m delle
quantitd h in funzione delle rimanenti, che sono n —m,
e di qui si conclude il teorema.

In particolare, se la Wy & una ipersuperficie di Vu,
ciod m=n — 1, esiste una sola normale a Wo in @ (e tan-
gente, s'intende, a Vn in Q).

Se ]a W,, che si considera & una curve di Vy, allora m=1,
e il-punto @ risulta funzione di una sola variabile p e per
J elemento d’arco della curva sussiste la (1). Se poi si pone

(7) t=d@/ds,

3 chiaro che il vettore ¢ & unitario e parallelo alla tan-
gente alla curva in ¢.

Ne segue il seguente

TroreMA IV. - La derivate del vettore t é un veitore
normale a t, percio si puo porre:

(8) ' dt/ds = u, ciodé a*Q/ds* = hn,
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ove h & un numero reale, ed 1 un veltore unitario, nor-

male « t.
Infatti, derivando la ¢*=1, si ha:

t> di/ds =0,

la quale mostra che il vettore d¢/ds & normale a # e da
¢id risultano le (8).

B importante osservare che il vettore d*Q/ds* mon &
pi, in generale, tangente a V, in Q; cioé la retta Qn,
che si pud chiamare normale principale della curva in Q,
non appartiene pitt allo spazio tangeute a Vy in @, bensl
allo spazio Sx.

4. Angoli di curve e di ipersuperficie. Gradiente super-
ficiale.

Siano dQ e 8@ due spostamenti infinitesimi del punto ¢
sulla V,; noi chiameremo angolo dei due vettori d@ e e14]
di V,, ’angolo formato da questi stessi vettori considerati
come appartenenti allo spazio euclideo Sy, in cuni pud
immaginarsi immersa la V,,. '

Risultera percio, ricordando anche la (1):

dQ < 3@ _dQ %9
8s

®) €08 (1€, 8Q) = | a0 mod 30~ ds <

Se poi indichiamo con d's la distanza dei punti infini-
tamente vicini @ +4- dQ, @ + 3¢, che possiamo considerare
come ancora appartenenti alla V,, si ha:

d's* = (dQ — 3Q)> = dQ* + 3¢Q* —2d@Q X 3¢,
od ancora, chiamando ® 1’angolo dei vettori dQ e 8Q:
d's* = ds’ + 08° — 2ds-35-cos v,

la quale formula & del tutto analoga a quella che si ha
nello spazio ordinario.

Gli spostamenti dQ e 3Q sono tra loro perpendicolari
se dQ>sQ=0.
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Se ¢, ¢ sono due curve di Vn, che si tagliano in @,
si chiama angolo delle due curve Iangolo acuto formato
dalle tangenti alle due curve in Q; se t e t sono i due
vettori unitari, tangenti alle due curve in Q, dati dalla (7),
si ha allora dalla (9), per I’angolo ® delle due curve:

(10) cos w =mod (¢ X t').

Per calcolare 1’angolo di una curva e di un’ipersuper-
ficie, o di due ipersuperficie di V., conviene definire il
gradiente superficiale di una funzione numeriea.

Sia dunque f(Q) una funzione numerica del punto @
variabile in Vy; colla notazione grad, f, che si legge gra-
diente di f sulla varietd V., o, brevemente, gradiente su-
perficiale di f, si intende quel vettore tangente a Vi in Q
e tale che sia

(11) df = grad, [ d4Q,

qualunque sia lo spostamento dQ tangente a V, in @; il df
indica naturalmente 1’ineremento della f(Q) corrispondente
allo spostamento d@Q del punto Q.

Si vede facilmente che il vettore grad, [ é la proiezione
ortogonale sullo spazio tangente alle Vo in Q, del gradf
calcolato nello spazio euclideo Sx.

Infatti, se si chiama e la proiezione ortogonale, sullo
spazio euclideo tangente alla V, in Q, del vettore gradf,
si pud porre grad f=wu-+ U, ove U & un vettore normale
alla V, in Q; ne segue:

grad /> dQ=wu>dQ, cioe df=uX aq,

e confrontando colla (11) si conclude w=grad, f.
Si pud percid serivere:

(12) grad f = grad, f+ U,

ove U & un vettore normale a V, in Q.
Per il gradiente superficiale valgono molte delle pro-
prieta del gradiente ordinario; cosi ad es. se f(,9,...) &
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funzione delle variabili 2, 9, ...., che a loro volta sono fun-
zioni del punto @, si ha la seguente formula, analoga
alla (54”) del Cap. I:

(13) grad, f= g;;:grad,, x + %gradv y+...

Questa formula si stabilisce subito ricorrendo alla pre-
cedente (12) e alla (54”) del Cap. I.

Un’altra proprietd notevole & la seguente:

TEOREMA 1. - Se, sulla varietd V,, f(Q) =0 & I’ equazione
di un’ ipersuperficie X (immersa in Vy), allora grad,f & un
vettore normale in Q a .

Infatti, se il punto Q si sposta su Z, si ha df=0, e
quindi, per la (11), grad,f> dQ =0 qualunque sia lo spo-
stamento d@ su X; ne segue che grad, f deve essere nor-
male a X (e, s’intende, tangente a V).

Consideriamo ora un’ipersuperficie X e una curva C
di Vy, che si taglino in un punto Q; noi diremo che la
curva C ¢ normale a 2 se essa & normale a tutte le curve
giacenti su T e passanti per Q.

Sussiste allora il seguente

TreorEMA II. - Se f(Q) =0 ¢ P equazione, sulla V,, del-
Iipersuperficie X, allora si ha:

(14) (grad, f) = (df | ds),

ove df ¢ Uincremento di f(Q) corrispondente ad uno sposta-
mento dQ del punto Q sopra una cwrva C di V,, normale
a 2 in Q, ed inoltre ds & I’ elemento &’ arco di C.

Infatti, il vettore grad,f ha la direzione della normale
a X in Q (ed & inoltre tangente a V, in Q), percid se dQ
€ uno spostamento di @ sulla curva C, il vettore d@/ds &
unitario e tangente a tale curva, quindi risulta:

(grad, f)F = (grad, £ >< dQ/ds)* = (df/ds)},

che dimostra la (14).



170 [Cap. II}

Il primo membro della (14) non differisce dail’ espres-
sione che, secondo il BELTRAMI, si chiama parametro dif-
ferenziale primo di f sulla varietd Va.

Pil in generale, se un’ ipersuperficie X & una curva
di V, si tagliano in un punto Q, ’angolo di C con 3¢,
per definizione, il complemento dell’ angolo acuto formato
da C colla normale in @ a Z (e tangente alla V). Per
determinare tale angolo si ha il seguente

TroreMA 1II. - Se f(Q) =0 & I’ equazione, sulla Vo, del-
P ipersuperficie I, P angolo w di I con C si calcola colla
formula:

. 1 af
(15) sen © = L ] gradvfm()d a5

Infatti, siccome il vettore grad, f ha la direzione della

normale a ¥ in Q, si trae, ricordando la (11):

= —  —— mod i e. d.

@ .
~ mod grad, f ds’

sen o = mod (»'gmd” I dQ) :
mod grad, [~ " ds

Se la curva C taglia ortegonalmente I’ ipersuperficie Z,
si ha sen @ = 1, come risulta dalle (15) e (14).

Siano & e X, due ipersuperficie immerse nella V,, e
supponiamo che si taglino; allora, in ogni punto @ comune
ad esse si chiama angolo di T e I, 'angolo acuto formato
dalle normali in Q alle due ipersuperticie.

Per determinare tale angolo & utile il seguente

TroREMA 1V. - Se f(@)=0 ¢ £, (Q =0 sono le equa-
sioni, sulla Vu, di I ¢ X, Pangolo w da esse formato sb
caleola colla formulea:

(16) oS © = 2]0(1 (grad, 1< grad, f,) .
mod grad, f-mod grad, fi
Infatti, osservando che i vettori grad,f/mod arad, f,
grad, f,/ mod grad, f, sono unitari e normali a Z e I, 1a
formula (10) ci da senz’altro la (16).
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5. Variazione di un areco di curva.

Sia W, una varietd ad m dimensioni (m=-n) im-
mersa nella V,, e diciamo M, N due punti qualunque di
una curva C appartenente alla W,.

Diamo poi ad ogni punto della curva C uno sposta-
mento infinitesimo @, tangente alla Wy, il che equivale
- a dare una deformazione infinitesima alla C, e calcoliamo
la variazione 8s dell’arco s di eurva compreso fra i punti
M ed N.

Tale variaszione é date dalla formulae:

Z\Y
(7)) Bs=(3QX @)y — (3QX Q’)M—Jaax Q'ds,
M

ove @ ¢ Q' sono le derivate prima ¢ seconda di Q rispetio
all’ arco s di C. _

Infatti, il punto @ che descrive la curva C é funzione
di una variabile p, e chiamando a, b i valori (costanti) di p
corrispondenti ai punti M, N, Parco s ¢ dato dalla (1),
percio ne viene:

b N

5 :ja(mod 4Q/dp)dp :fa mod dQ;
[

M

ma (mod dQ)? = d@*, quindi, differenziando col simbolo 2,

risulta:
mod dQ-3mod dQ =dQ > 2dQ,

da cui ricordando la (1):
5 mod dQ=dQ>3dQ/mod dQ = d3Q > d@Q/ds,

pereio, sostituendo. ed integrando poi per parti:

N

By :ﬁzm < Q= <6Q < Q')i_j'ag < Q' ds,
M M

che dimostra la (17).
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Pilt in generale, se w & una funzione numerica del
punto Q mobile sulla Wy, si ottiene, con un caleolo del
tutto analogo al precedente:

N N
BJuds—_—(BQXuQ')N—(8Q><uQ’)M—j‘SQX[d(uQ’)—grad u-ds].
M

M

6. Geodetiche e loro proprieta.

Sia ancora Wy una varieta ad m dimensioni, immersa
nella V,, allora si chiamano geodetiche di W quelle linee
per le quali la variazione prima dell’ arco compreso fra
due punti arbitrari di una qualunque di esse & nulla quando
si passa dalla curva considerata ad ogni altra curva infi-
nitamente vicina, passante per gli stessi due punti e ap-
partenente alla Wa.

Le linee che segnano il pilt breve cammino, sulla Wy,
fra due punti dati, vanno cercate fra le geodetiche che
passano per quei due punti.

Indichiamo con M, N due punti della W, ¢ diciamo G
Parco di geodetica che li congiunge; consideriamo poi
sulla W, un altro arco & di curva, avente gli stessi
estremi M, N e infinitamente vicino a G tale arco si puo
ovviamente considerare come ottenuto deformando infinita-
mente poco ’arco G senza uscire dalla Wy, il che equivale
a dare ad ogni punto di G uno spostamento infinitesimo 5Q.
Se allora chiamiamo s la lunghezza dell’arco G di geode-
tica, sard s + 3s la lunghezza del’arco di G, e dalla con-
dizione posta per le geodetiche si trae 3s=20, cio®

N
(18) Ejmodszo,
M

la quale equazione determina le geodetiche.
Ne seguono le proprieta:
TrorREMA 1. - I’ equazione differensi
di W, é:

(19) Q< 3Q=0,

qualunque sia lo spostamento 5Q tangente ¢ Wy in Q.

ale delle geodetiche
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Infatti, poiché i punti M, N sono fissi, lo spostamento 5@
si annulla nei punti M ed N, e allora la (17) porge
senz’altro:

N
Bs = — ‘ 5Q < Q'ds,
M

di qui si trae che in ogni punto della geodetica conside-
rata deve essere verificata la (19), perché, in caso contrario,
se si danno ai punti Q della geodetica G spostamenti 3Q
che formino angolo acuto col vettore Q”, il prodotto 8Q> Q"
risulterebbe positivo, quindi 8s <0, percid la lunghezza
dell’ arco diminuirebbe passando dalla @ alla &', il che &
assurdo, perché la @ & una geodetica.

TeoreMA II. - Una curvae della W, é una geodetica
quando la normale principale alle curve in ogni punto Q é
normale alle Wy in Q.

Cid risulta subito dalla (19) osservando che la normale
principale in @ ha la direzione del vettore Q" (§ 3).

Se la varieta W, coincide colla V, stessa, dalla (19)
si deduce il seguente

TrorREMA III. - L’ equazione differenziale delle geode-
tiche di V, é

(20) Q', =0, oppure (dt),=0,

ove Q', e (dt), indicano le proiezioni ortogonali dei vettori Q"
e dt sullo spazio tangente alla V, in Q.

Sussiste pure il seguente

TEOREMA IV. - Una geodetica della V, ¢ anche geodetica
per ogni W, passante per questa curva e appartenente a V.

E infatti, se & vera la (20) & chiaro che sara pure veri-
ficata la (19).

L’ equazione (20) & di secondo ordine, e lineare rispetto
alla derivata seconda; se ne dedunce, dai teoremi generali
sull’integrazione delle equazioni differenziali, la proprieta:

TEOREMA V. - Per un punto gqualunque della V, passa
una sola geodetica avente per tangente in esso una tangente
determinata della V,.
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Ossia, una geodetica di Va & completamente determinata
dalla condizione di passare per un punto di V, e di avervi
una data tangente.

OSSERVAZIONE. - Se si cousiderano, in generale, tutle
Jo curve soddisfacenti alla (20), allora & facile vedere che
per due punti dati M, N di V., anche molto vicini fra
loro, possono passare molte di tali curve; basta ad es.
pensare, nello spazio ordinario, ad un cilindro cireolare,
per il quale, come si & visto, la (20) esprime che la nor-
male principale alla curva deve essere normale al cilindro,
e allora, come & notissimo, si sa che le curve che soddi-
sfano alla (20), sono eliche circolari; ora supponendo, ad
es., che M, N stiano sopra una stessa generatrice, € chiaro
che soddisfa alla (20) il segmento di generatrice MN com-
preso fra M ed N, come pure le eliche il cui passo & un
sottomultiplo gqualunque di MN, e che quindi vanno da M
ad N avvolgendosi pit volte sul ecilindro. B chiaro che di
queste varie eurve solo il segmento MN soddisfa alla con-
dizione del cammino pil breve fra M ed N.

7. Ipersuperficie geodeticamente parallele.

Sia W,_; una ipersuperficie immersa nella V,; sussi-
stono allora le proprietd seguenti.

TeorEMA I. - Se sopra tutte le geodetiche di Vn, normali
all’ ipersuperficie Wn_1, st portano @ partire dalle loro inter-
sezioni colla Wu_y degli archi eguali, allora il luogo geome-
trico degli estremi di tali archi ¢ ww’ ipersuperficie Wn_1
di V, normale a tutte le geodetiche.

Iufatti, applicando la (17) alle geodetiche considerate
avremo:

(3O Qv ~ BAX Qu=10;

ora supponiamo che M sia il punto (’intersezione di una
di queste geodetiche colla Wi_1, allora, osservando che lo
spostamento 3Q & tangente alla Wu_1, si conclude che il
secondo termine & nullo, e percid deve essere nullo anche
il primo, il che prova che D ipersuperficie W'n_i descritta
dal punto N & normale alle geodetiche.
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Si suole dire che le ipersuperficie W, ; e W',y sono
geodeticamente parallele. .

TeorEMA 11. - Se Uipersuperficie Wy di V, taglia ad
angolo retto tutte le geodetiche di V, normali all’ ipersuper-
ficie Wy_y, allora le lunghezze degli archi di geodetica com-
presi fra Wo_g ¢ Wiy sono eguali.

E infatti, in queste ipotesi, la (17) porge s =0.

COROLLARIO. - Se sopra tutte le geodetiche di V,, pas-
santi per un punto M si portano a partive da M degli archi
equali, il luogo geometrico degli estremi di tali archi é una
ipersuperficie di Vo, normale a tuite le geodetiche; ¢ viceversa.

Infatti, nelle ipotesi fatte, la (17) porge: (3@ @)y =0.
E viceversa.

Se, per maggior chiarezza, chiamiamo f la luughezza
dell’arco di geodetica compreso fra i punti M, N, é chiaroc
che f & una funzione determinata di M ed N, che si suole
chiamare distanza geodetica (sulla V,) dei due punti M ed N.

Indicando con grad,, yf e grad,, vf i gradienti super-
ficiali di f, calcolati nell’ipotesi che varii solo il punto M,
ovvero solo il punto N (gradienti parziali), sussistono le
proprieta seguenti.

TeOREMA III. - La distanza geodetica f soddisfa alle
equaziont

(21)  grad,,nf=dN/ds, grad,, uf=-— dM/ds,
(22) (grad,, xf)? =1, (grad,,uf)’=1.

Infatti, nel caso di una geodetica, la (17) porge:
f =(BQ X Q) — 3RQX Qs
e poiché f & funzione di M e di N si ha pure:
3f = grad,, uf X 3M + grad,, nf X< 3N,

e confrontando queste due espressioni di 3f si hanno le (21).
E poiché i vettori dN/ds, dM/ds sono unitari, dalle (21)
seguono senz’altro le (22).
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I primi membri delle (22) mostrano che il parametro dif-
Jerenziale primo della distanza geodetica deve valere sempre 1.

TreOREMA IV. - Viceversa, se la funzione [ soddisfe
all’ equagione

(23) (grady, of)* =1,

le ipersuperficie f(Q) = cost. della V, saranno geodeticamente
parallele, ¢ la distanza geodetica (costante) delle due iper-
superficie f(Q)=a, f(Q) =20 sara eguale a b— a.

Infatti, dalla (23) segue che la (14) si riduce a (df/ds)*=1,
da cui f=s + cost; di qui risulta facilmente il teorema.

TEOREMA V. - Affinché le ipersuper ficie f(Q) = cost siano
geodeticamente parallele & necessario ¢ sufficiente che (grad,, of)*
sia funzione della sola f.

R intanto chiaro che la condizione indicata & neces-
saria; per mostrare che & anche sufficiente supponiamo
(grad,, of)* = F(f), ove F(f) & una certa funzione (sem-
pre positiva) di f, e allora avremo:

[(grad,, o)/ VF(H ] =1,

la quale relazione si pud pure scrivere cosi:

/ lf 2
rad,, of —=_} =1,
|grader @ \/Fm)

percio ponendo ¢ =jdf/ VF(f), risulta (grad,, ¢p)* =1,

che non & altro che la (23), quindi le ipersuperficie ¢(Q)= cost,
ovvero, il che equivale, f(@Q)— cost, saranno geodetica-
mente parallele.

Per altre proprieta delle geodetiche cfr. Espaces courbes,
pag. 146,



Cariroro III.

Omografia di Riemann.

1. Differenziale superficiale di un vettore (*).

Consideriamo una varietd V., ad n dimensioni, descritta
daun punto generico @, e immersa in uno spazio euclideo Sx,
avente un numero N di dimensioni sofficientemente grande.

Supponiamo che nel punto generico Q della V, esista
uno spazio euclideo ben determinato, S,, ad n dimensioni
(immerso in Sy) tangente alla V, (Cap. II, § 3).

Se w & un vettore, funzione del punto Q, tale che la
retta Qu sia tangente a V, in @, diremo brevemente che
il vettore u & tangente alla V, in @ od anche che & un
vettore tangenziale. Se ora diamo al punto @ uno sposta-
mento infinitesimo qualunque dQ sulla V,, il vettore w
subird un incremento, pure infinitesimo, du, ed & chiaro
che questo vettore, in generale, non risulta pilt tangente
alla V, in @, ma & un vettore di Sy.

In cid che segue, c¢i & indispensabile considerare la
componente tangenziale di tale vettore, cioé la sua proie-
zione (ortogonale) sullo spazio S, tangente alla V, in Q;
questa componente la indicheremo con (dw),, e risulterd
percio definita dalla condizione:

(1) . [(duw), — du] < a =0,

ove @ & un vettore qualunque, tangente alla V, in Q.

() La prima introduzione della nozione di operatori superficiali
(nell’ ordinaria geometria) si trova nella Mem. di BURGATTI del 1917
-« I'teoremi del grad, div e rot sopra una sup. ecc. ». Mem. Acc. Bologna.
Burgatti 12
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Dalla (1) si deduce ovviamente:
2) (dw), =du+ U,

ove U & un vettore normale alla V, in Q.

Il vettore (du), lo chiameremo differenziale di w sulla
varieté V., 0, brevemente, differenziale superficiale di u,
e, per semplicitd di serittura, lo indicheremo anche con d,u.

Riferendoci ad un sistema unitario-ortogonale di vet-
tori &,, 4,y wry Uny tangenti alla V, in Q (e quindi funzioni
di Q), dalla (1) risulta tosto:

(3) dore =2du X &1, = SH(is, ¢,)du,

ove nella 3 si intende che I’indice s varia da 1 ad n. E
siccome si ha evidentemente: = Xu X i -, 1a (3) mostra
che per calcolare d,u basta differenziare la precedente
eguaglianza riguardandovi vettori ©, come costanti.

Poichd ogni spostamento infinitesimo d@ del punto @
sulla V, & un vettore tangente alla V., si pud scrivere
d,Q = dQ; quindi, considerando un altro spostamento infi-
nitesimo 5Q di Q sulla V,, si ha, dalla (3):

d,5,Q = d,5Q=3d3Q X i,-,,
e siccome d3Q = 3dQ, ne segue I’ importantissima relazione:
4) d 5,0 = 8,4,Q,

che sard spesso adoperata nel seguito.

2, Propriety dei differenziali superficiali.
Per i differenziali superficiali, ora definiti, sussistono
proprietd perfettamente analoghe a quelle dei differenziali

ordinari.
Vediamole brevemente. Con w, v, w indicheremo dei

vettori tangenti alla V, in Q.
a) Si ha:

(5) d (10 4 v) = dyu +dy2.



[Cap. III] 179

E conseguenza immediata della (2), od anche della (3).

b) Se m & una funzione numerica di Q, e si conviene
che d,m = dm, risulta:

(6) dy(mu) = d,m-u 4 md .

Infatti, dalla (2) si ha, se U, ¥V sono vettori normali
alla 'V, in Q:

dy(mu) = dimuw) + V=dm-1 4 mdu 4+ V=
=d,m-w + mdyut +(V—mU),

da cui segue la (6).
¢) Si ha:
(7 du X v)y=u>X d,v+vX d,u.

Infatti, applicando la (2) si deduce:

Ao X v) = d(u X v) = u X db6 + v > dwe = 1 X (d v — V) +
v X (dye — U) = u X dyv + v X< dyn.

d) Nel caso di una varietd V, a 3 dimensioni, si ha:
(8) dy(u A\V) = (dyu) \¥ + u A\d, v,
(9) dy(e AV X w) = (dpre) No X W + 1 A\ (d,0) X 1w + u A v dyw.

Infatti, osservando che wAv & pure vettore tangente
alla V, in Q, dalla (2) si deduce che si pud porre, se W
é un vettore normale alla V, in Q:

(@) dy(u \v) =d(ep\v)+ W= (di)A\v - uA\dv + W=
= (d) AN+ UAdy ++ (W —UAC —u A V),

ora, siccome, ad es., il vettore U & normale alla V, in Q
e quindi ad ogni vettore @ tangente alla V, in Q, ne segue
che esso & normale anche al vettore v/ a, che & tangente
alla Vy in @, percid UXwvAa=0, ciod UAvXa=0,
la quale mostra che il vettore UAwv & normale alla Vv,
in Q; per la stessa ragione anche il vettore wAV & nor-
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male alla V, in Q, percido la stessa proprietd compete al
vettore (W— UAv— u/\¥) e allora dalla («) si conclude
senz’ altro la (8). La (9) risulta facilmente dalle (7), (8).

3. Differenziale superficiale delle omografieo.

Indichiamo con p, un’ omografia ordinaria (o di ordine 1),
funzione del punto Q della varietd V., e che trasformi vet-
tori tangenti a V, in @ in vettori pure tangenti a Vy, in Q.

Chiameremo differenziale di p, sulla varietd Vy, o, bre-
vemente, differenziale superficiale di p,, € la indicheremo
colla notazione d,j,, quell’omografia (ordinaria) tale che,
qualunque sia il vettore u, tangente alla V, in Q, si abbia:

(10) (dpp)e = d (1 20) — Aot

B facile mostrare che I’ operatore dyp,, che risulta defi-
nito dalla (10), & effettivamente un’ omografia ohe trasforma
vettori tangenti alla Vo in Q in vetlori pure tangenti alla Vi
in Q. .

Infatti, se v & un altro vettore tangente alla Vo in @,
ed m o una funzione numerica di @, si ha dalla (10),
tenendo conto delle (5), (6):

(o) (@ 4 1) = dy(p, 0 + p,0) — y(dott + dot) =
= [d”(*‘tiu) - }levu] -+ [dv(p’xv) - P’idvv] - (dvp'i)u -+ (dvl-"i)">

(dop,)(mat) = dy(mp,u) — p,dy(mee) = (dym)p, w0+ md (1, 0) —
— [(dem)p 0+ mp,dote] = m{dy(p,20) — b, dpte] = m(dyp, )0,

le quali relazioni dimostrano 1’asserto.

Inoltre Ioperatore dyp, & indipendente da u, per un
noto teorema funzionale (Espaces, pag. 11).

La (10) pud ancora seriversi:

(10) (1 20) = (Aot )0+ dote.

Similmente, se p, & un’omografia di 2° ordine, funzione
di @, che trasforma coppie di vettori tangenti alla V, in @,
in vettori tangenti alla V, in ¢, chiameremo differenziale
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superficiale di p,, ¢ la indicheremo con d,y,, I’omografia
di 2° ordine che risulta definita ponendo:

(11) (o)1= d (1, 11) — pd .
di qui e dalla (10) segue poi la relazione analoga alla (10):
Ay, 1) = (dplto)ttt 4 py(dyte) 0 - porrdyre,

Si vede subito che 1’omografia d,p, trasforma coppie
di vettori tangenti alla V, in @, in vettori pure tangenti
alla V, in Q.

In modo analogo, se si ha un’omografia p, di 3° ordine,
funzione di @, che trasforma terne di vettori tangenti
alla V, in Q, in vettori tangenti a V, in @, si puo definire
il differenziale superficiale d,p, della p,, e risulta, analo-
gamente alla (10'):

(107) Ay 1007) = (dptig) 10 = po(dr)e + pored,ry

(107) Ay, 14020) = (dyfty 1100 - o At)0r0 - g (o060 - w0 10,

precisamente come per i differenziali nello spazio euclideo Sx.
Formule perfettamente analoghe si hanno per una .

4, Differenziali superficiali di operatori lineari.

Indichiamo con ., un’omografia d’ordine s, funzione
del punto generico Q mobile sulla V,, la quale trasformi
le r-Ple di vettori tangenti alla V, in Q, in vettori tangenti
alla V, in Q.

Counsiderando allora gli operatori lineari K, I,, k, k¥ v,
introdotti nel § 9 del Cap. I, sussiste I’importante pro-
prietd che tali operatori sono permutabili coll’ operatore d,
di differenziazione superficiale, ciod:

12) d Ky, = Ky, dpl . = Ldyp,, (r=1),

(13) dykp, =kdp,., d K p,=k*dppp, d,Vit, = vdppy, (r=2).
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Dimostriamo intanto la prima delle (12) per r=1;
se u, v, w sono vettori tangenti a V, in Q, si ha, dalla (21)
del Cap. I:

(@) w> Kpo = v pu,

da cui, prendendo il differenziale superficiale, e ricordando
le (7), (10’), risulta:

dyu X Kp v+ 1 X dp(Kp v + v X Kp dyo =
=d,uX p,it + v X (dyp )t + v X pdu;

ora,in virtl della (a), il primo termine e 1’ ultimo si elidono,
perché d,u &, come wu, tangente a V, in @, e cosl si elidono
il terzo e il quarto termine, percid rimane

u XX dy(Kp v =v X (d,p,)u,
od anche, per la (a),
u X d(Kp v = 1 X K(d,p,)v,
e per arbitrarietd dei vettori u, v si deduce

(14) d, Ky, = Kdp,; c. d. d.

Supponiamo ora, per fissare le idee, r = 3, e mostriamo
che d, Ky, = Kd,p,.
Dalla (33) del Cap. I si ha:

® (Kp)rew = K(p,uv),
da cui, ricordando la (10”) e Ja (14):

(dsKp)rv + Kp, (dyu)v + Kp,ud,p =
= K[(doity) v + po(d,te)v + pyud ],

e poiché la (b) sussiste se al posto di w si pone d,u, o se al
posto di v si pone d,v, la precedente relazione si riduce ad:

(d Ky )uv = K(d,p)uv,
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la quale. per ’arbitrarietd dei vettori », v dimostra la
y P ’

prima delle (12).
Per stabilire la seconda delle (12), supponiamo dap-
prima r =1 ed osserviamo che, riferendoei ad un sistema

unitario-ortogonale di vettori é,, i,, ..., #», tangenti alla V,
in Q, si ha, dalla (10) del Cap. I, I p, = Xi, X p,i,, da cui,
ricordando le (7), (10):

(@) dpI,p, = 2(dyd, X 0, + 1, X b, doiy) 4 T XX (dypp )i
Ora osserviamo che i vettori #, soddisfano alle condizioni
i2=1, i,Xi,=0, per s5h,
percid prendendo il differenziale superficiale risulta:

) P05 Aoy =0, 7,5 Ay, -+ 8, X diy =0.

La prima di queste mostra che il vettore d,i, puod rap-
presentarsi colla formula:

d’vi.s' S Ekmsk'ik,

ove gli m,; sono coeflicienti numerici tali che m,,=0; la
seconda delle (V) mostra poi che deve essere

(¢" My -+ Mgy = 0,

percio si ha:

Zy(dots X s 1, < t, dots) =B Zpm o i X s + X 10n);
ma scambiando s con k il secondo membro non dovrebbe
cambiare, mentre invece i coeflicienti m, cambiano tutti

di segno in virth della (¢), dunque questo secondo membro
deve essere nullo e allora la (a’) si riduce a

dpl b, = 27 XX (der))s,

il cui secondo membro, per la citata (10) del Cap. I, vale
appunto I, du,.
Se poi r > 1 si ricorre alla (34) del Cap. I, e si procede
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in modo del tutto analogo a quello seguito per stabilire la
prima delle (12) per = > 1.

Passiamo a dimostrare la prima delle (13). Per fissar le
idee, supponiamo r =3, e osserviamo che si ha, dalla (35)
del Cap. I:

(a”) (kg ow = puwv,

da cui, per la (10"):

(dokp,) vvw + (Tp,)(dst)vw + kpu(d,v)w + (kp)uvd w0 =
= (dyjty) 1020V + o (dett) W + pyre(dw)v + pwd,v,

ma siccome la (a”) sussiste se al posto di w si pone dyu,
ovvero al posto di v si pone de, ovvero al posto di w
si pone d,w, ne segue che la relazione precedente si riduce a:

(dokp,) - uvw = (dyp)urwv;

ma il secondo membro, per la (a”) vale (kdyp,)uvew, percid
si deduce, a causa della arbitrarietd di u, v, w, che

dvkp:3 = kdvp-:; .

In modo analogo, partendo dalla (36) del Cap. I si sta-
bilisce la seconda delle (13), e partendo dalla (42) del Cap. I,
si dimostra la terza delle (13).

Nel caso di una varietd V, a tre dimensioni, si pno
considerare il vettore della omografia ordinaria p,, che si
indica con Vy,, e che & definito dalla condizione

(14) 20Vp ) XuAv=v>X pe —uXp2,

ove w, v sono vettori qualunque, tangenti alla V, in Q.
Da essa & facile dedurre:

(15) do Vi, = Vduy,.

Basta infatti prendere il differenziale superficiale della (14)
e poi imitare i calcoli fatti nelle dimostrazioni precedenti.
Da quanto precede si conclude quindi che 4l simbolo d, di
differenziale superficiale rvelativo ad una varietd gode di
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proprieta del tutto analoghe a quelle dell’ ordinario simbolo d
di differenziale per gli spazi euclidei.

OSSERVAZIONE. - La proprietd ora stabilita equivale a
quest’altra, che mnel calcolo del differenziale superficiale
delle (a), (b), («"), (14) ecc. i vetlori w, v, w, i, &, ...
(pure essendo variabili) si comportano come delle costanti.

5. Differenziali superficiali di 2° ordine; omografia di
Riemann. ’

Indichiamo, come dianzi, con w« un vettore funzione
del punto Q (mobile sulla V,), e tangente alla V, in @;
allora se consideriamo due spostamenti infinitesimi qua-
lunque dQ e 3Q del punto @ sulla V,, i corrispondenti
differenziali superficiali d,u, 5,1t del vettore w risultano
espressi dalla (3), percio si ha:

(16) dott =2du X idyd,, Bytt == Z3u > ¥, i,.

B assai facile ealcolare i differenziali superficiali di 2°
ordine, in generale diversi fra loro 8,dyw, d.8,u; applicando
'operatore 3, alla prima delle (16) e ricordando le pro-
prieta del n. 2, si ha:

Bodott == B3de D 4,1, + e X By iy + S X 45 Byl y;
e per ottenere d,3,1¢ basta scambiare d con 3, e risulta:

ABott = DA X< i 47, + DB D di o0 + 20w DX by dyis.

Da queste eguaglianze si ottiene, per sottrazione:

(17) Sodott — dbett = S(du > 86, — S X di)i; +
- 2(dre D 4, 8yT, — B D A, dyi,),

la quale mostra che, in generale, 3,dy == d . .

Dalla (17) si deduce inoltre la seguente proprieta fon-
damentale:

La differenza 3,dote — doSat & fungione lineare dei vet-
tore dQ, 3Q, wu.
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Infatti, osserviamo in primo luogo che se v & un vet-
tore tangente alla V, in @, si ha, dalla (16):

dw =¥, dv>< iy, = 390 d@xi,: fo=| D HG, 0|55 6

e ponendo, per brevita,
dv ‘ . dv
(18) (E@)f |3 HG,, 4 { a0’

& chiaro che (Z Q) ¢ un’omografia ben determinata, che

trasforma vettori tangenti alla V, in @ in vettori pure
tangenti alla V, in @Q; essa pud chiamarsi derivate super-
ficiale del vettore v rispetto al punto @, e si ha, da quanto
precede:

()
(19) d,,v—(%) dqQ.
Cid premesso, possiamo scrivere la (17) cosi:
du di, . di,
Sodptt — dpSott = Z(@ dQX a0 °Q — QaQ > QdQ)' +

+ B e (i) re—grax<ig)ae)

ed & chiaro che il secondo membro & funzione lineare
tanto di dQ come di Q.

Inoltre, se m & una funzione numerica di Q e si osserva
che 3dm =d%m, si ha:

a,,(L,(M + v) - duau(lﬂ + ’U) - (50(11;% - dvaoql) —|" (54,(11,'0 — duaov),

Sodo(mtr) — d So(mu) = Sy(dm 10 + mdou) — dy(Sm - 1 -+ m3,u) =
== M(Sud ot — diBott);

da queste relazioni risulta che 8&,d,e — d,5,u & funzione
lineare anche di .

Con cid la proprietd enunciata é completamente dimo-
strata.
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Poiché, dunque, il primo membro della (17) & funzione
lineare di ciascuno dei vettori dQ, 8Q, wu, si conclude, in
base ad una proprieti generale (Espaces, pag. 24), che esiste
una ed una sola omografia di 3° ordine, che indicheremo
con &, funzione di Q (ma non di dQ, 3Q, u) tale che

(20) Bodott — dydpte = RAQEQn,

qualunque siano i vettori dQ, 8@, u (tangenti alla V, in Q).

L7 omografia di 3° ordine & la chiameremo omografia
di Riemann.

Il chiaro che 4Q5Q & un’omografia ordinaria, ed RKdQ
¢ un’omografia di 2° ordine.

Come vettore w si pud prendere uno spostamento infi-
nitesimo d'Q (che & lo stesso di d,/Q) di Q sulla V,, e allora
la (20) porge:

(20/) Sulody' @ — dodoly @ == RAQSQA’ Q.

L’ omografia & si pud evidentemente anche applicare
ad una terna di vettori di moduli finiti, tangenti alla V, in Q,
OsSERVAZIONE. - Se la varietd V, & euclidea, i vettori i,
sono indipendenti da @, ciod costanti, e allora la (17) mostra
che 3,dy1t — d,8,ut =0, dopo di che la (20) porge subito & =0.

6. Propriethd fondamentali dell’omografia di Riemann.

I’omografia di RIEMANN & gode delle proprietd fon-
damentali espresse dalle formule seguenti, ove a, b, ¢, d
sono vettori tangenti alla V, in Q:

(21) Rabec= — Rbac, (proprietd emisimmetrica),
(22) RabeX d= — Rabd>c¢, (proprietd assiale),

(23) Rabe + Rbca + Reab =0, (proprietd ciclica),

(24) Rabe X d=RKeda > b, (proprietd commutativa).

Queste proprietd possono scriversi sotto forma pitt sem-
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plice, introducendo gli operatori K, k, k*; essendo i vet-
tori @, b, ¢ arbitrari, si ha dalla (21):

(219 Rab = — Rba,

od anche, pitt brevemente:

(217) E*R = — &.

Poiché Rab & un’omografia ordinaria, la (22) esprime
che essa & assiale (Cap. I, n. 6), percio si pud scrivere:
(22 K(Rab)y= - &b,
od anche, pitt semplicemente:

(22") K& = — &

La (23) pud scriversi, tenendo anche conto della (21)
e delle (41) del Cap. I: R4be+ k*kRabe —kRabe =0,
da cui:
(23" R + k*k& — kR =0.

La (24) pud anche scriversi:

K*kRead > A = kRead > b
ciod, per il teorema di commutazione:
k*kRecab > d = Kk&fenb <X d,

e percid:
(24) k*k@® = Kk&.

0id premesso, passiamo a dimostrare le (21)....(24).

DM, 21. - Scambiando, nella (20°) gli operatori d e g,
e quindi d, e 3,, il 1° membro cambia solo di segno, per-
cid RAQIQA'Q = — R3QAQJ'Q, che equivale alla (21).

Din. 22. - Sia §Q un altro spostamento di Q sulla Vy;
allora si ha:

dv(dv/Q Pl ale) = ({U’Q > dvgle + 5‘v’Q > dvdv/Q,
Bolol dy'Q X< 8Q) = dyQ < Borl 5/Q +- Eutly/Q >< A3, Q +-
-+ &JIQ > Bvd@dv’Q -+ 5v§le > '—1vdle;
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scambiando in questa d, eon ,, si ha:

ABo(dy'Q X< 3,Q) = dyQ XX 848y Q 4 dud/Q <X 8,3, Q +-
-+ ale > dvav"v,Q -+ ‘Ivav,Q;X Bvdv’Qy

sottraendo, ed osservando che i primi membri sono eguali,
risulta:

0= dv,Q < (50111:50/Q - (lvavav,Q) -+ av,Q > (acdudv’Q - l’osvdv’Q)
cio¢, per la (20)
RAQIQYQ X A'Q + RAQZQA'Q X §Q = 0,

che equivale alla (22).

Dim. 23. - Se nella (20') si permutano circolarmente i
differenziali d,, 8,, d,) e poi si sommano membro a membro
le eguaglianze ottenute, e si tiene presente la (4), il
1° membro risulta identicamente nullo e si ha:

0 = RAQIQA'Q + R3Qd'QdQ + RAQdQ3Q,

che equivale alla (23).
DiM. (24). - Dalla (23) si ha

(@) Rabe XX A+ Rbea X A+ Reab><d =0,

e permutando circolarmente «, b, ¢, d si ottiene:

(b Rbed X< @ + Redb <X a 4+ Rdoe X a =0,
(¢) Reda>< b+ Rdac > b + Racd > b =0,
(d) RKAub > ¢ + Rabd X ¢ + Rbda > ¢ =0;

ora sommando le (a), (b) e dal risultato sottraendo la (¢)
e la (d), e tenendo conto delle (21), (22) si trova che 8 dei
dodici termini si elidono a due a due, e che i 4 termini
rimanenti sono a due a due eguali, e precisamente si ha:

2Rabe > d — 28 cda > b =0,

da cui segue la (24).
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7. Identitd di Bianchi.

Fra i differenziali superficiali dell’omografia di RIE-
MANN & intercede una relazione molto notevole, che &
stata stabilita la prima volta dal Papova nel 1889, e poi
venne ritrovata dal BraxcHI nel 1902, e che ora & nota
col nome di identita di Bianchi.

Siano dQ, 3Q, 4'Q tre spostamenti infinitesimi arbitrari
del punto @ sulla V,, e siano d,&, 3,&, d,/& i differenziali
superficiali corrispondenti dell’omografia &; allora 1’iden-
tita di BIANCHI puno secriversi:

(25)  d/R-dQ5Q + d,R-3QAQ 4+ BuR - AQdQ = 0.

Infatti, dalla (20'), indicando con 3'Q un altro sposta-
mento infinitesimo di @ sulla V,, si deduce:

RAQEQFQ = 5,d,5.Q — d.5.3,Q,

e prendendo il differenziale superficiale col simbolo d,
risulta:

A (RAQEQ) - 'Q = d/3,d,3,Q — dyAsBeBsQ — RAQEQA/3,Q;

ora, la (20') sussiste per un qualunque vettore infinitesimo @'Q
tangente alla V, in @, quindi sussisterd anche se al posto
di d'Q si poune il vettore d,3,Q, che & pure tangente
alla V, in @, percid si ha:

RAQEQ,'5,Q = 5,d,d,'3,Q — d,B,d,'3,Q,
e sostituendo:

4 (RAQPQ)-5Q = dy/5od 35 Q — dy/d3e3e/Q — BuledyByQ + do3ul /3, Q;

se ora sommiamo questa eguaglianza colle altre due che
se ne deducono permufando circolarmente i tre differen-
ziali dy, dy, 8,, si trova che il secondo membro viene zero,
perche i termini si elidono evidentemente a due a due, e
quindi risulta:

A RIQ3Q)-3Q + d(REQA'Q)-3Q + B, (RAQIQ)-3Q = 0,
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da cui, per I’arbitrarietd del vettore 5'Q:
4y (RAQEQ) -+ d(R3QA'Q) + 3,(RA'QQ) = 0,

che ¢ una prima forma dell’identitd di Brancui. Svilup-
pando poi i differenziali dei prodotti indicati mediante
la (10”), e tenendo conto delle (4), (21') si conclude che i
termini contenenti dei differenziali secondi di @ si elidono
a due a due, e rimangono solo i tre termini che figurano
nella (25), la quale risulta cosl dimostrata.

Si puo porre: d,& = &R,dQ, e cosi 3,8 = K,3Q ...., ove K,
é una determinata omografia di 4° ordine, funzione di @
(ma non di 4@, 3¢, ....) che si puod chiamare derivata super-
Jiciale della &; e allora la (25) pud porsi sotto la forma
(serivendo il 1° termine per ultimo):

(26)  R,/4QEQA'Q + R,3Qd'QIQ + &,/1'QdQ3Q =0,
od ancora, se @, b, ¢ sono vettori tangenti alla V, in Q:
(26") Ro'abe + Ry bere + R,cab =0.

La (26) mostra che I’identita di Bianchi si pud imma-
ginare ottenuta dalla proprietd ciclica (23) sostituendo ad &
la sua derivata superficiale &K,

8. Vettore dell’omografia di Riemann.
Il vettore v& dell’omografia di RIEMANN & un’ omografia
ordinaria (Oap. I, n. 9), che indicheremo con ¢, cioé porremo:

(27) b =v&R;

& chiaro che la ¢ trasforma vettori tangenti alla V, in @
in vettori pure tangenti alla V, in Q.

Dalla (44) del Cap. I risulta, con riferimento al solito
sistema unitario-ortogonale, tangente alla V, in @ (n. 4)

(28) ba = ZRai,i,,

ove a & un vettore tangente alla V, in Q.
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I’omografia ¢ & stata ricavata dalla @ per contrazione,
o, come auche si suol dire, per saturazione degli indici.
Ora, esaminando il secondo membro della (28), si scorge
che anche le espressioni

SRiai, IRiia,

che sono le uniche che si possano dedurre dalla (28) per-
mutando i vettori a, i,, corrispondono ad altre saturazioni
di indici, ma esse non danno nulla di nuovo, percheé la
prima di esse vale -— ¢a, in virth della (21), mentre la
seconda & identicamente nulla, sempre in virtu della (21).

Stabiliamo ora !’importante

TEOREMA. - L’ omografia ¢ & una dilatazione, ciod Ky =1.

Infatti, se & & un altro vettore tangente alla V, in Q,
si ha dalla (28), ricordando la (24):

ba XX b = ZRai i, < b=IRiba>X i,

ora I’ultimo membro,in virtl delle (21) e (22), si trasforma
in — S&bi,a><i, e poiin SRbi i, X a, e siccome quest’ul-
tima espressione vale ¢b > «, ne viene ¢a>b=14bX a,
il che prova (Cap. I, n. 6) che la $ & una dilatazione.

9. Gradiente del vettore dell’omografia di Riemann.

Indichiamo con . un’omografia ordinaria, funzioune del
punto @ mobile sulla V,, che trasformi vettori tangenti
alla V, in Q in vettori pure tangenti alla V, in @.

Oonsideriamo il differenziale superficiale d.p e poniamo
dopr = 1,/dQ, ove ,’ & una determinata omografia di2° ordine,
funzione di @ (ma non di d@), che si pud chiamare deri-
vata superficiale di p. Chiameremo allora gradiente di
sulla varietd V., o, brevemente, gradiente superficiale di p,
e lo indicheremo con grad, p il vettore definito dalla rela-
zione :

(29) grad, p = v ot = vy,

e
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Riferendoci al solito sistema unitario-ortogonale, tangente
alla V, in @, si deduce dalla seconda delle (44') del Cap. I:

(30) gradyp = Ip,'i,i,,

da eni risulta che il vettore grad, . & tangente alla V, in Q.
In particolare, il gradiente superficiale dell’ omografia 4,

data dalla (27), risulterd espresso da:

(31) grad, § = v,

Ora sussiste il seguente importante

TEOREMA. - II gradiente superficiale dell’ omografia
vale la meta del gradiente superficiale del swo invariante
primo, cioé ’

{32) grad, § = % grad, I, .

Infatti, osserviamo intanto che dalla (27) e dalla terza
delle (13) si ha:

$y'dQ =dp = d,VR = vd,R = v(R,dQ);

ricordando poi la (43) del Cap. I, si trae che I’ultimo
membro vale (v&R,)dQ, percid ¢,/ =vR,, e dalla (31) e
dalla (44") del Cap. I si conclude guindi che
(33) grad, ¢ = v(v&R,) = 2,Z,R.i,4,4,i,.

Per calcolare 1’ultimo membro & necessario ricorrere
all’identita di BIANCHI (26), ove figura la &,; da essa risulta:
g/vlir’isdQ + avlisllQi,. + llveLR- 'l.,‘is = 0,
da cui, applicando ad #,, e poi moltiplicando scalarmente

per i;:
Rt 8,dQ1, D i, + R6,dQi0,4, X< &g + doR+4,8,8, X< i, = .

Ora, dalla osservazione finale del n. 4 si deduce che le (21),
(22), (24) sussistono pure se al posto di & si pone un suo

Burgatti 13
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differenziale superficiale qualsiasi 3,8, ciod #,8@, od anche
K.t (ove i & un vettore tangente alla V, in @), e allora
trasformando gli ultimi due termini mediante la (21) si ha:

g{«v,‘iri:in,- >< 'l.s _ g{«v,i‘i,-in,- >'< i‘ _— (lvgﬂ"igirir >< ,i; = 07
od aneora, applicando la (22):
Rodyi AQiy D b5 + Ry i, AQi, X ¥ — AR #5107, X T, = 0

qui trasformiamo i primi due termini mediante la (24)
ed avremo: '

ﬂu’iririsis > dQ -+ avl‘.sisir"'r > dQ — (Ing" isiri?‘ >< is =0.

Prendendo ora la %,%, i primi due termini -risultano
eguali, e dalla (33) si ha:

(@) 9 grady & >< dQ — 5,2,doR- 1,0, X< 1, = 0;

ma in virth della seconda delle (44') e della (10) del Cap. I
e delle (12), (13) la doppia sommatoria che qui figura si
trasforma successivamente in

2,(vdR)i <1, =1, (vd,R) =1, d,vR =d, 1,4 =(grad, [,$) < dQ,

percid sostituendo nella (@) si deduce, per I’ arbitrarieta del
vettore dQ, che deve essere 2grad,¢ — grad, L,y =0, da
cui segue la (32).

OSSERVAZIONE. - La (33) mostra che il vettore grad,¢
risulta dall’omografia di 4° ordine &, mediante una doppia
contrazione; ora, si possono ancora fare due (e due sole)
altre contrazioni, che sono quelle che conducono ai vet-
tori 23,8, 71,01, 2,2,R04,4,4,; ma si vede subito che il
primo di questi vettori vale — grad,{, e che il secondo &
identicamente nullo.

10. Omografia di gravitazione.

La formula (32) mostra I’opportunitd di introdurre
I’ omografia
(34) =0 —I1,4/2,
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la quale & una dilatazione, essendo tale la ¢ (n. 8). La (32)
porge allora: :

(35) grad, 6 = 0.

Nella teoria della relativita einsteiniana la dilatazione 6,
per il caso dello spazio-tempo a 4 dimensioni, si chiama
omografia di gravitazione; la (35) esprime allora la pro-
prietd, di importanza fondamentale nella teoria della rela-
tivita:

Il gradiente superficiale della omografia di gravitazione
¢ nullo én tutto lo spazio curvo considerato.

11. Condizioni d’integrabilita.

Si pud dare alla (20) una forma dlﬂ’elente, come risulta
dal seguente

TrOREMA 1. - Se a, b, 1 sono vettori tangenti allg V,
in Q, si ha:

CZJUQ" ba — dQZ L ab.

Qui dy,1/dQ indica la derivata superficiale di @, che &
un’omografia (ordinaria) che applicata al vettore d@, da
per risultato il differenziale superficiale d,e; analogo signi-
ficato ha la derivata superficiale di secondo ordine d,?/dQ?,
che & un’omografia di secondo ordine.

Per stabilire la (36) applichiamo la (20) e osserviamo che

(36) Reabu =

dste ot dn 5
S,Udvu—8<dQ dQ) ( Q)z@ g 210 =
_ Q” 3QdQ - ”é’ 5ol Q ;

se ora scambiamo 3 con d, I’ultimo termine non muta,
quindi sostituendo nella (20) risulta:

dy’ e
RAQ3Q1 = > Q 3QdQ — {deQSQ,
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ora & chiaro che qui possiamo sostituire a d@Q e 3@ due
vettori qualunque @ e b, tangenti alla V, in @, e cosl si
ha senz’altro la (36).

La (36) pud ancora scriversi:

dote g, dott
aQ* ? T aQ?

o, pitt semplicemente:

k b = k*kRra?,

do'w  dfw

dqr g =

la quale formula costituisce una identitd alla quale sod-
disfa sempre il vettore tangenziale .

Chiamando p. I’ omografia definita nello spazio euclideo Sy,
tangente alla V, in @, tale che per ogni d@ di S, si
abbia pdQ = d,n, la (37) pud seriversi

37 k

Cdolt doyp *
(38) k 10 10 = k*k&u,
ed essa esprime, in sostanza, la condizione ’integrabilitd
dell’espressione differenziale pd@.
TrOREMA II. - Sep & un’ omografia che trasforma vettor:
tangenti alla V, in Q in vettori pure tangenti alla Vy in @,
st ha:

(39) ol — Aot = RAQIQp — pRAQ2Q,
dlyp  dop
40 * —_—— = ‘R) — n&R.
(40) K 3gr ~ do KEKp-&) — p &
Infatti, ponendo pe al posto di e nella (20), risulta:
(a) avdv(}"n) — dBp(ptt) = "(RanQua

ma applicando la (10') si trae:

Solo( 1) = Sp{dpt- 1 + pdout) =
= Sydoft 1+ dopr- Sy?t —+ Tt - dytt +- 13,0,
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scambiando d con & il secondo e terzo termine dell’ ultimo
membro si seambiano fra loro, quindi la («) porge:

(Spdypt — doBpp)tt + W(Spdyte — dyBy1t) = RAQ3Q e,

¢ ricordando la (20) ne segue la (39).
oy
aQ

Osservando poi che d,p=— d@, e analogamente per 3.,

la (39) puo seriversi:

1, dy R
(FQ‘P' 5QdQ — EQL: dQ5Q = RAQ3Qp — pRAQ3Q,

od anche:

(k* dop %Z—E>dQ‘5Q = KiKp-KRdQ2Q) — pRIQZQ
dQ®*  d@? : ’
e dalla proprieta assiale (22”) ne segue la (40).
Questa & un’identitd alla quale soddisfa sempre 1’omo-
grafia p.
Ponendo: p,dQ = dyp, ove p, & un’omografia superficiale
di secondo ordine, la (40) diviene:

Aoty dylt,

/ e o S ‘R — ué

40') k 0~ 40 = KEKp-8) — pv&,

la quale esprime la condizione d’integrabilitd per I’espres-
sione differenziale p,d@Q.

12. Divergenza superficiale.

Sia, come sempre, @ un vettore tangente alla V, in Q.
Chiameremo divergencza di w sulla varieta Vn, o, brevemente,
divergenza superficiale di we lo indicheremo con div, u, il
numero reale definito dalla relazione:

(41) div, “211%7

che ¢ del tutto analoga a quella che definisce la divergenza
di un vettore nello spazio eunclideo.
In modo simile si pud definire, con formula analoga
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alla (53) del Cap. I, la divergenza superficiale di un’omo-
grafia d’ordine qualunque.

Se poi p & nn’ omografia ordinaria, che trasforma vet-
tori tangenti alla V, in @ in vettori pure tangenti alla V,
in @, & facile stabilire I’importante formula:

(42) div, grad, p = div, grad, Kp.

Infatti, procedendo come a pag. 158, si ha dalle (29),

(41), (13):

. . v dy dy
(b) (llvf,gl'a(lvpz(ll\'v( lé)ﬁI‘dQ( dg) Iy Q‘:,

ma, in virtd della (40), si pud scrivere:

Iv dy* LI vl o LvK(Kp-&) + Lv(ed),

dQ? aQ?
od ancora, per la (44”) del Cap. I:
Ly 3 ) RS T VKR &) + 1v(pd);

ELS aeQ
siccome poi, da una formula di pag. 153 e dalla (21”) si trae:

K(Ep- &) = Kp k@ = — Kp- &,
ne segue:

Ay 7
(¢) I 'EQ——I \Kv——Q— Ivi(Kp— p)&];

d’altra parte, da una formula di pag. 1564 e dalla (27) si ha:
Ly[(Kp — w&] = L [(Kp — p)vaR] = L[(Kp — p)d),

e siccome 'omografia Kp — p & assiale, mentre la ¢ & dila-
tazione, 1’ultimo membro & nullo (pag. 147), quindi la (¢)
porge:
dyPp diKyp
le W§_7
che, per la (b), equivale alla (42).

Ne segue ovviamente che se ’omograia y & assiale si
ha, come a pag. 158, div, grad, p==0.

I,v =1I,v
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Curvatura di Riemann.

1. Curvatura di una superficie ordinaria.

Sia V, una superficie immersa nello spazio ordinario E,
(euclideo); come gid sappiamo (Parte I, Cap. II) si pud defi-
nire per tale superficie un elemento di importanza fonda-
mentale, che & la curvatura totale o di GAUSS; essa pud
esprimersi colla formula seguente

ANNENX N
dGNEQ< N

ove N & il vettore unitario normale alla V, in @, e d@, ¢
sono spostamenti infinitesimi arbitrari del punto @ sulla
superficie V, e dN, 3N sono i corrispondenti incrementi
del vettore N.

Poich® N2 =1, si ha N> dN =0, percid il vettore dN
& normale ad N, quindi & tangente alla V, in ¢.

Si pud porre evidentemente m N == d@Q A\ 5@, ove m & un
opportuno numero reale, e allora la (1) porge:

AN N\BN X (dQ)\3Q)
(dQNBQ)? !

(1) H=

-

ovvero, sviluppando:

@) . ANXdQ-3N > 5Q — AN X 3Q-3NXdQ.
- dQ?-3Q* — (1Q>< 8Q)* ’

questa formula equivale a quella che, colle notazioni ordi-
narie, si scrive sotto la forma

) H = (DD” — D*)/(KG — F?).

che si ottiene eon caleoli pitt complicati.
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Trasformiamo il numeratore della (2), che indicheremo
con A, in guisa da farvi figurare solo differenziali super-
ficiali del punto . Osservando che

3) NXdQ=0,
differenziando si ha:

ANXdQ=—NXXd*Q, 3N dQ=— NX5d9,

quindi:
A=—NXdBQINX3Q+4+ N d5Q-AN > 3Q,

od ancora, osservando che N ><5Q =0:

A=—3(NXd*Q-N)X5Q + d(N > dsQ- N) > 5¢;
ma si ha ovviamente:

NXAEQN=dQ—d,*Q, N>XdsQ-N=d3Q— d,5Q,

percio:

A= —3d*Q — d*,Q) X 3Q +- d(dBQ — d,5Q) < 5Q

ciod, sviluppando:
A= —3d"QX3Q+3d*,Q <X 3Q 4 d*3Q>3Q — dd,5Q><5Q =
=3d*,Q@>3Q — dd,5Q>< 3Q;

e siccome 3d% @ differisce da 3,d%,Q per un vettore paral-
lelo ad N, e analogamente per dd,3Q, si deduce:

A= (3,d%Q — d?3Q) >< 39,

quindi dalla (2) risulta la notevole formula:
o (8007, @ —d*,3Q) < 3Q
(4:\) g\/ == 5 S )
A -8¢° - (d@>3Q)*

nella quale figurano solo differenziali superficiali.
Ricordando poi la (20) del Cap. I1I la (4) porge senz’altro:

. RAQEQAY < 3Q
(8) = AQT3QF — (A< 301’




[Cap. 1V] <201

indicando con « I’angolo compreso fra i vettori d@Q e 39,
e con ds, 8s i moduli di questi vettori, la (5) pud puve
seriversi :

1 8
(6) J{zq‘Rd—Q%(—QXE?/sen?a.

ds Ss ds

2. Curvatura riemanniana di una V,.

Consideriamo ora una varietd qualunque V, ad n dimen-
sioni, immersa in uno spazio euclideo Ex ad N dimensioni.
Preso un punto qualunque @ della V,, due spostamenti
infinitesimi dqQ, Q del punto @, sulla V,, determinano
una giacitura; orbene chiameremo curvatura riemanniana
della V, in @, secondo la giacitura d@Q, 3Q, il numero defi-
nito dalla (4) o dalla equivalente (5).

Se «, b sono vettori paralleli a d@ e 34, e quindi tan-
genti alla V, in @, la (5) pud secriversi:

) 5 = _HE‘Raba ><!3,,,,‘ .
Wb — (XX b)Y’

sarebbe facile verificare che il valore di K dato dalia (7)
rimane invariato se ai vettori «, b si sostituiscono altri
due vettori complanari con essi, percio la curvatura Ji
& funzione solo di Q e della giacitura considerata.

B facile trasformare il denominatore della (7) e dargli
una forma analoga a quella del numeratore, Per questo
osserviamo che si ha intanto:

(a) 0 (X b} =(bD—aXb-a)y}X b=
= [H(a, by — H(b, a)ln> b;

ora I’omografia H(a, b)) — H(b, @) é evidentemente funzione
lineare del vettorve «, come pure del vettore b, perciod esiste
un’omografia di 3° ordine §, indipendente da « e b e tale
che, qualunque siano i vettori a, & si abbia (Espaces, pag. 48):

(8) &b = H(a, b) — H(b, a),

e allora risultera dalla (a):

@0 — (XX ) =E,aba X b,
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quindi, dalla (7):
9) N @lm X£
TR aba XX’

ove il denominatore ha la stessa forma del numeratore.

Si verifica subito, mediante la (8), che per I’omografia g,
valgono le proprietd espresse dalle (21)....(24) del Cap. 111
per ’omografia di RIEMANN &.

Se, in particolare, la V, & un’ipersuperficie di uno
spazio euclideo S, .., in ogni punto di essa esiste un vet-
tore unitario normale N ben determinato, e 1’espressione
della curvatura riemanniana si pud porre sotto la forma (2),
perché dalla (4), rifacendo i calcoli a ritroso, si perviene
alla (2).

Se, ad es., I’ipersuperficie V, & un’ipersfera di centro O
e raggio r, di 8, ,,, si ha

(Q—0P=1r, Q=0+rN, dN=dQ/r,

e la (2) porge senz’altro: K = 1/2%, risultato prevedibile
a priori.

3. Varieta isotrope.

Studiamo quelle varietd V, per le quali la curvatura
riemanniana non dipende dalla giacitura, e quindi & fun-
zione tutt’al pitt della posizione del punto Q; tali varietd
saranno chiamate isotrope. Per esse sussiste 1’importante

TEOREMA. - Affinché la varietd V, sia isolropa & neces-
sario e sufficiente che la corrispondente omografia di RIEMANN
risulti espressa da:

(10) R — (;63’

ove ¢ ¢ una funzione numerica del punto Q.

Infatti, supposto in primo luogo che sussista la (10), la
formula (9) porge senz’altro K =e¢, percid la curvatura
riemanniana vale ¢, onde & indipendente dalla giacitura.

Mostriamo ora che la (10) fornisce la pitt generale
espressione dell’omografia di RIEMANN, per la quale la
curvatura riemanniana vale c.
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Poniamo infatti
(11) R = &y 4y,

ove p, & un’omografia di 3° ordive da determinare; faremo
vedere che dovrd essere p,=0. Per questo, ricorriamo
alla (9), la quale, essendo K = ¢, porge:

(R — cE)aba > b=0,
ciod, per la (11):
(12y - ptb XX =0,

qualunque siano i vettori @, b tangenti alla V, in @.

Osserviamo ora che per 1’omografia p, valgono le pro-
prietd espresse dalle (21)....(24) del Cap. I1I; inoltre se ¢
& un vettore tangente alla V, in @, la (12) sussiste se al
posto di b si pone b + ¢, percio:

pa (b + c)a X< (b + ¢) =0,
sviluppando e tenendo conto della (12) risulta

porca X b+ paba X ¢ =0,

ma per la proprietd commutativa a cui soddisfa la p,
|form. (24) del Cap. III} si ha p,aba>c=p,aca>b,
quindi la precedente ci d3 p,aca> b=0, e per Iarbitra-
rietd del vettore b segue p,aca ==0.

Poich® si ha [form. (21”) del Cap. III]:

(@) K*py = — g,

la relazione trovata p,@ce =0 pud seriversi: p,eca =29,
e ponendo @ -+ b al posto di @ e sviluppando risulta:

p.cab + p,eba =0, ciod kpcbe = — p,cba, e per I'arbi-
trarietd dei vettori «, b, ¢, si conclude:
(b) kp3 = — W3-

1Y’ altra parte la proprietd ciclica della p, [form.‘ (23)
del Cap. III] ci da:

pyebe + pbea + pyoab =0,
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ora, dalle (a), (b) visulta che i tre termini del primo membro
sono eguali, quindi p,ebc =0, da cui p, =0; c. d. d.

Concludiamo percio che se una V, ha la curvatura
riemanniana ¢ indipendente dalla giacitura, ma funzione
solo della posizione di Q, la corrispondente omografia di
RiemMaNN ha il valore dato dalla (10).

La funzione ¢ che figura nella (10) non pud pero essere
assegnata ad arbitrio; anzi ora dimostreremo che se n > 2,
la ¢ deve essere necessariamente costante.

Se la varietd V. & euclidea, si ha & =0, quindi la (9)
mostra che H = 0; viceversa, se H = 0 in ogni punto di V,,
la (10) mostra che sard pure & =0, e la varietd & euclidea.

4. Teorema di Schur.

Si dice che Ia varietd V, ha le curvatura riemanniana
costante ¢, se, qualunque sia il punto @ della V,, e qua-
lunque siano gli spostamenti non paralleli d@ e 3@, tangenti
alla V, in @, la curvatura riemanniana di V, in @, se-
condo la giacitura determinata dai vettori dQ e 3¢ ha il
valor costante e.

Circa le varietd a curvatura riemanniana costante si ha
il seguente notevole

TEOREMA DL SCHUR. - Se la curvatura riemanniana
della V, in un punto qualunque @ ¢é indipendente dalla
giacitura determinata da dQ e 3Q, allora tale curvatura. &
indipendente anche da Q, cioé é costante.

In altré termini, se sussiste la (10), la ¢ deve essere
necessariamente costante.

Si deve supporre, evidentemente, n >> 2, perché per n = 2,
cioé per una superficie ordinaria, non vi & nel punto Q, che
una sola giacitura tangente alla superficie.

Siano allora dQ, 5@, d'Q tre differenziali, non compla-
nari, del punto @ (che saranno percid tangenti alla V,
in Q); essi certamente esistono, perché = > 2. Differen-
ziando poi la (10) e osservando che dE, =0, avremo:
d& =dc-E,, percid:

A& -3Qd'Q = de-E3Qd'Q;
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permutando circolarmente i differenziali d, 8, d' e som-
mando avremo, tenendo conto dell’identitd di BiaxcH:
(Cap. III, n. 7):

de-E2QA'Q + 8¢ -Ed'QAQ + d'¢-£,dQEQ = 0,
da cui:

de-EZQAQAQ +3¢-E,d'QAQd @+ d'¢-E,dQOQd'Q =0.

Supponiamo che il vettore d'Q sia normale tanto a d@
che a 2@Q; allora la relazione precedente, tenuto conto
della (8), si riduce senz’altro alla:

— de¢-(d'Q)*3Q 4+ B¢-(d'Q)PdQ = 0,

¢ poiché i vettori d@, 5@ non sono paralleli, deve essere
de =28¢=0, cioé ¢ deve essere costante; e d. d.

Un’altra dimostrazione del teorema di SCHUR trovasi
in Fspaces, pag. 170.

5. Relazione fra le omografie di Riemann relative a due
spazi corrispondenti.

Siano V, e V,' due varietd ad n dimensioni- e suppo-
niamo stabilita tra queste due varietd una corrispondenza
tale che ad ogni punto @ della V, corrisponda un punto
determinato @ della V,’; potremo allora riguardare ¢ come
una determinata funzione di .

Si tratta allora di trovare la relazione che esiste fra
I’omografia di RiEMANN & relativa alla V, e I’omografia di
RiemaNN &' relativa alla Vi

Indicheremo, al solito, con d@, 5Q, d'Q tre spostamenti
infinitesimi di @ sulla V,, e con d@, 3¢, d'Q i tre spo-
stamenti corrispondenti di @ sulla V'

Si ha allora intanto:

(13) aq =% a9,

percio indicando con o I’ omografia
£

(14) c=d@/dQ,
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la quale trasforma vettori tangenti alla V, in @ in vettori
tangenti alla V' in @, avremo:

(13 ' AdQ =adQ.

I’omografia o, che & funzione di @, non pud essere
arbitraria, perché deve essere tale che il secondo membro
della (13) sia un differenziale esatto; per trovare la condi-
zione a cui deve soddisfare la ¢ occorre definire prima il
differenziale superficiale di o, osservando che non si pud
senz’altro applicare la (10) del Cap. III, perché ora la o
trasforma vettori tangenti alla V, in @ in vettori tangenti
alla V)" in @ (e quindi non pidt tangenti alla V, in Q).
Definiremo percio il differenziale superficiale di o, che in-
dicheremo con d,s, come quell’omografia tale che, qua-
lunque sia il vettore u, tangente alla V, in ¢, si abbia,
analogamente alla citata (10) del Cap. III:

(15) (dy0)tt = dyplout) — cdye,

ove dy(ou) indica, naturalmente, il differenziale superficiale
(relativo alla varietd V') del vettore o, che & tangente
alla V' in Q.

E facile provare, come nel n. 3 del Cap. III, che I’ope-
ratore d,c definito dalla (15) & effettivamente un’ omografia
che trasforma vettori tangenti alla V, in @ in vettori tan-
genti alla V,/ in ¢

Dalla (15) si deduce:

(15') dy (ctt) = (dy0)1e + ad, .
Cid premesso, analogamente alla (13", avremo: ’
(18") 5Q = 050;

operando ora con 3, sulla (13') e con d, sulla (13") si ha,
ricordando la (15):

(@) 3pdQ = (3,0)dQ + 03,dQ, d,5Q = (ds6)8Q +-ad,30,

sottraendo e tenendo conto della (4) del Cap. III, si con-
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clude:
(16) 8p5-dQ = d,5-30,

che & la relazione a cui deve soddisfare I’omografia o
affinch® sussista la (13').

Vogliamo ora stabilire I’importante

TEOREMA. - Fra le omografie di Riemann relative alle
varieté Vo, Vy' sussiste la relazione:

(7)) RAQ3QAQ = (3odyo — dy3,0)d'Q 4 cRIQEQI'Q.

Infatti, se d'Q & un altro spostamento di @ sulla Va
e d'Q & il suo corrispondente sulla V', si ha dalla (e):

dyd' @ = dyo-d'Q + od,d'Q,
da cni, operando con 3, e applicando la (15):
Sy d' @ = 8,dy0-d'Q 4 dpo-8,d Q + 3,6+ dyd'Q + 08,d,d'Q;

scambiando qui 8 con d, il secondo e terzo termine del 2°
membro si scambiano fra loro, quindi sottraendo e ricor-
dando la (20') del Cap. III risulta senz’altro la (17).

6. Spazi in rappresentazione conforme.

Supponiamo stabilita fra le varietd V., V,' una corri-
spondenza tale che ad ogni punto della V, corrisponda un
punto determinato della 'V, in guisa che I’angolo di due
vettori tangenti alla V, in @ risulti eguale all’ angolo com-
preso fra i due vettori corrispondenti della V'

Si dice allora che la corrispondenza, o rappresentazione,
della varietd V, sulla varietd V, & conforme.

Si vede facilmente che se d@ e df sono due sposta-
menti corrispondenti in V, e V, affinchd la rappresenta-
zione di V, sulla V' sia conforme & necessario e sufficiente
che si abbia:

(18) d@ =UxdQ,

\

ove U & una funzione numerica di @ e A & una isomeria
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vettoriale, pure funzione di @, che trasforma vettori tan-
genti alla V, in @ in vettori tangenti ailla V,” in ¢.

In questo caso 1’omografia ¢ considerata nel n. prece-
dente vale UX, e la condizione d’integrabilitd (16) diventa:

SUALQ 4- Us,h-dQ = AU -A3Q 4+ Ud,A-5Q;

operando a sinistra con KX/ U e ricordando che, essendo
isomeria, si ha (n. 7, Cap. I):

(19) KA A=2AKi=1
ne segue facilmente:

(20) grad, log UX8Q-dQ + KA-8,A-dQ =
=grad, log UXdQ-5Q + Ki-d,\-20,

che & la condizione che lega le funzioni U e A affinché
possa sussistere la (18).

7. Trasformazione della condizione d’integrabilita.

La (20) costituisce, come abbiamo detto, la condizione
d’integrabilitd della (18); ora si pud trasformare la (20)
in modo da riecavarne un’espressione molto semplice e
notevole per d,A.

Essa & fornita dal seguente

TROREMA. - Il differenziale superficiale dell’ isomeria X
¢ dato da:

21 deh = AE, grad, log U-d9,

ove &, & I’omografia di 3° ordine definita dalla (8).
Infatti, ponendo, per brevita,

(22) w = grad, log U,
e agginngendo d@ > 3Q-w ai due membri della (20), si ha:

KA-dd-8Q — e ><8¢-dQ +dQ><&Q 1t =
=KX 83,A.dQ — XX dQ-3Q + d@ < 8@,
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ciod:
(a) K)\ Q dQSQ EudQsQ = Kl Q 5QdQ E,12QdQ.
Ponendo:
(h) d"k dQEQ — E,udQSQ — 1, dQsQ
. dQ 3 - l"*2 ,

1a p, € un’omografia di 2° ordine, ben determinata, indi-
pendente da d@ e 3Q, e la (a) mostra che p,dQ2Q = p,2QdQ;
percio, se a, b sono vettori tangenti alla V, in @, si pud
serivere:

(¢) p, @b = p,ba, od anche kp,=u,.

Dalla (b) si ha poi:
Kh doh — Eued Q@ = 1,dQ,
~ ma differenziando la (19) risuita:
KA-dok 4~ Kdy2: A =0, cioé Ki-d,)+ K(EKi-dy2) =0,

la quale mostra che I’omografia Ki-d,) & assiale, e siccome
anche I’ omografia udQ & assiale, ne segue che 1’omo-
grafia p,d@Q, e quindi p,a, & assiale, percio:

pab>Xb=0, da cui pbaXb=0, aXpbb=0,
e siccome il vettore « & arbitrario, si conclude:
(d) 1,00 = 0.

Ne segue ovviamente: p,(a - )(e—+ b)=0; svilup-
pando e tenendo conto delle (¢), (d) rimane p,ab=0, da
cui si ha senz’altro p, =0, dopo di che la (b) porge:

RX-doA =EudQ,
da cui, operando a sinistra con 2, si ottiene la (21).
8. Applicabilita di due spazi curvi.
Supponiamo che la corrispondenza fra le varietd V,

e V. gia tale che gli elementi d’arco corrispondenti (e
Burgatti 14
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quindi anche gli angoli) di tali varietd siano eguali; allora
si dice che le varietd V, e V,’ sono fra loro applicabili.
Dovra dunque essere, qualunque sia @:

(23) dQ*=d@,
percio si puo porre (Cap. I, n. 7)
(23) AdQ =21dgQ,

ove A & una isomeria, funzione di . Questa relazione
rientra nella (18) per U =1, percid I’isomeria A deve sod-
disfare alla condizione che si ricava dalla (21) per U=1,
e allora si ha d,A =0, percid vediamo che il differenziale
superficiale dell’ isomeria ) deve essere nullo.

Di qui ¢ facile dedurre il notevole

TREOREMA. - Le curvature riemanniane delle varietd Vu, Vy'
in ogni coppia di punti corrispondenti e secondo giaciture
corrispondenti sono sempre jra lorvo eguali. ~

Infatti, dalla (17), ove la ¢ ora non & altro che 1'iso-
meria A, si trae, per la proprietd testd stabilita:

RAQGZQA QY = rRAQ3Qd’ Q,
da cui, in virtt della (19):
KA RdQ3QdQ X 8Q=RKIA3QIQA X3 Q,
ossia, applicando il teorema di commutazione e la (23'):
RdQ3QAIQ X IQ =RAPAIQX Q.
Da questa formula, dalla ovvia relazione d@Q' >X3Q =
=dQ>8Q, e dalla (5) segue senz’altro K = ¥}, conforme

al teorema.
Un’altra dimostrazione trovasi in Espaces, pag. 168.

9. Relazione fra le omografie di Riemann per due spazi
in rappresentazione conforme.

Vediamo come si trasforma la relazione (17) fra le
omografie di RIEMANN nel caso di due varietdh V,, V.’
corrispondenti in una rappresentazione conforme.
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Basterd calcolare il valore che assume 1’ espressione
Sydys — dy5,0. Intanto, poiché ¢ —= U}, si ha:

8,dy0 =3dU A+ AU -8\ + 8U-d,k + Ud,d,),

percio:
Body s — Ay8po == U(Bydpyk — dy8,1),

e allora la (17) porge:
(24) RAQ3Qd'Q = UB,dy ) — do8,0)d'Q 4+ UARAQEQA'Q.

Calcoliamo ora, mediante la (21),il valore di 8,d,A — d,3, 2.
Ponendo:

(24) U=1/u,. v=grad, u, si ha w=—v/u,

percio la (18) diviene d@ = (A/u)dQ, ove I’isomeria A deve
soddisfare alla condizione d’integrabilitd (16), ciod:

(16) (av %)dQ — (du %)642;
la (21) si scrive poi:

(25) doh == — % g,vdQ,
da cui:

A X X
Bvdv)‘ = "‘(av ’d)&:ﬂ}dQ —ﬁ 5380’0'(162 —_ :ﬁ E3l’avdv Q,
quindi, se @ & un vettore tangente alla V, in @, risulta:
A I\
(SOdvl)a:-—(Su E)(v)(a,.dQ_ade.v)_E%Svu.dQ.a__
A X Soh
—ﬁga"avva'tt—f—UX(l(5uﬁ>dQ+a><dQ-7 v—

Su A A
—_ —OF aXdQ-lv——1—‘535,,'v~dQ-(6—Eea’vavva'a,
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od ancora, ricordando la (25):

Bodol)a=—vX a(&v l)dQ — —1—2a><dQ->\E3b‘5Q'U -

~—§ya><dQ lv——E@ v-dQ- a———ESLE doQ =

=—v><a(5,, -—)dQ~——gaXdQ-)\(v?-EQ——vXEQ-v)—

5“ a><dQ- M}——E&,v Q- a——gala doQ-at;

ma v X 5@ = grad, u > @ = du, quindi, semplificando si ha:
A 1
(BodoN)d = — v X a (81, E) dQ — o a><dQ-v*A3Q —
A A
— £, v-dQ-a — aﬁavavva-a.

Scambiando qui 5 con d, il primo termine del 2° membro
non muta in virtd della condizione &’ integrabilita (16), e
I’ ultimo termine pure resta invariato, percid si conclude:

(avdvl-“dvav)\)“'_——aXdQ 'U')xSQ—l— (l,><5Q v:AdQ —
“—6535””"19'“.‘*5Esdvv'°Q'aa

ma i primi due termini del 2° membro possono scriversi
cosi: '

1 s
— M@ dQ-2Q — <3¢ dQ),
cioé '
1 2
— — vAEdQIQu,
percio si ha:
Bodyh — dyBoh = “% NEAQ3Q — L AEZv-dQ - o020,

;
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ovvero, ricordando la (8):

Bodyh — dyBoh = (A/w*) | —v*[H(dQ, 3Q) — H(2Q, d@)] —
—u[H(3,v,dQ) — H(dQ,3.,v) —H(dwv,2Q) + H(3Q,dv)]},

e sostituendo nella (24) si ottiene:
(26) R'dQEQAQ =
= (A/w*){ — v*[H(dQ, 5Q) — H(3Q, d@)] — u[H(.v, d¢) —
—H(dQ, 3.v) —H(dwv, Q) +H(Q, dw)]}d'Q+ A/u)RdQQd'Q;

questa formula stabilisce la relazione fra le omografie di
RIEMANN relative a due spazi corrispondenti nella rappre-
sentazione conforme determinata dalla formula:

(27) adQ = (Ad@)/u,
che risulta dalla (18), perché U =1/u.

10. Rappresentazione conforme di una varieta a curvatura
costante sopra una euclidea.

Supponiamo che S, sia uno spazio euclideo ad n dimen-
sioni, luogo di un punto @, e che V,' sia una varieta
descritta dal punto @'.

Si puo allora dimostrare I’importante

TEOREMA. - Se la varietd V' & a curvatura riemanniana
costante & sempre possibile rappresentarla conformemente sulla
varietd euclidea Sy.

Basta far vedere che & possibile determinare una con-
veniente funzione u ed una isomeria A, funzioni di @, tali.
da soddisfare alla (27). -

Per questo, osserviamo dapprima che, per spazi euclidei,
si ha & =0, e che avendo la V)’ una curvatura rieman-
niana costante ¥,, si ha dalla (10): & =HXE;, e allora
applicando la (26) si ha:

J{O(dQIXdel.aQ’_sledel.dQl)=

= (\ud) | — v} (dQ X d'Q.3Q — QX d'Q-dQ) —
—u@Bu X d'Q-dQ—dQXd'Q-3v—dv X d'Q-2Q+ 3QXXd'Q-dv)},
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ove abbiamo scritto de, Sv al posto di dyv e 3,v, perché
essendo S, spazio euclideo il differenziale superficiale coin-
cide col differenziale ordinario; ma dalla (27) si deduce

dQ X dQ = 2dQXM'Q/u*=dQ > d'Q/u?,
quindi sostituendo si ha:
(28) Ho(dQ X d'Q-3Q — 3Q X d'Q-dQ) =

= — 0AdQXd'Q-5Q — 3Q X d'Q-dQ) —
—u@oXd'Q-dQ —dQ X d'Q-5v— dv>< d'Q-3Q 4 3Q > d'Q-dv).

Poiché, a norma della (24), v = grad u, la precedente -
¢ un’equazione differenziale di 2° ordine rispetto ad u;
per trovarne I’integrale generale osserviamo che, essendo
il vettore d’'Q arbitrario, possiamo supporlo in primo luogo
normale a d@Q e a 3@, nel qual caso la (28) si riduce alla:

S X dQ-dQ —dvX<dQ-3Q =0,
¢ siccome i vettori d@ e 3@ non sono paralleli, ne segue:
(29) So XX d'@Q=0;

supponiamo ora invece d'Q@=dQ e inoltre d'Q@X8Q=0,
e avremo dalla (28), ricordando la (29):

(30) K, d@Q*-3Q@ = — v*-dQ*-8Q + w(dQ*-3v + dv XX dQ-3Q),
la quale mostra che si pud porre:

(@ v = 2489,

ove ¢ & una fuuzione numerica di Q; questa funzione perd
non pud essere arbitraria, perché deve esser tale che il
secondo membro risulti un differenziale esatto. Di qui &
facile dedurre che ¢ deve essere costante; e infatti, oltre

alla (a) si ha pure:
() ’ dv = 2qdQ,

ora operando col differenziale d sulla (a) e con 8 snl]"q(b),
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poi sottraendo ed osservando che trattandosi di uno spazio
euclideo si ha ddv = 3dv, risulta:

dq-3Q = dq-de,

che, per Iarbitrarietd di d@Q e &Q porge dq==28¢=0,
cio®é q = cost.
Dopo cid dalla (a) si ricava, integrando:

(¢) v=2¢(@ — 0)+ «,

ove O & un punto fisso, ed @ un vettore costante arbitrario.
Poich® v = grad u, integrando ancora si ha I’ espres-
sione generale di u sotto la forma:

81 w=¢(@ — 0)" +aX(Q — 0)+p,

ove p & una costante arbitraria.

Le costanti d’integrazione p, ¢ non sono perd intera-
mente arbitrarie, perché la (31) deve soddisfare alla (28),
0, pitt semplicemente, alla (30); e facendo la sostituzione
si ottiene:

K, dQ-5Q=— [44*Q — 0)* +a® +4qa>< (Q— 0)]-d¢*- 3@+
+[g(Q— 0)* + a < (@ — 0) + p]4qd@Q*-3Q,

cioé, riducendo:
(32) Ko = 4pq — o,

che & la relazione cercata fra le costanti d’integrazione.
Ottenuta cosi la funzione u, la (22') che si serive:’

(33) d\ = — A, grad log u-d@,

¢

& un’equazione differenziale di 1° orvdine (fra omografie),

. che determina la isomeria A.

Cosi abbiamo stabilito che & sempre possibile determi-
nare la « e ’isomeria A in modo che sia soddisfatta la (27)

by

e percio il teorema & dimostrato.
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11. Casi particolari.

Nell’ espressione (31) di w figurano le costanti nume-
riche p, ¢ e il vettore costante @, le quali sono legate
dall’ unica condizione (32); possiamo quindi imporre ancora
altre condizioni relative ad un punto generico 0, fissato ad
arbitrio. Per es., supponiamo che nel punto O debba essere:

u=1, gradu=0,
e allora dalle (31), (¢) si deduce tosto:
p=1, a=0,
percid, ricordando la (32) si ha:
(34) u=HK(Q — 0)*/4 +1,
dopo di che la (27), che porge, d@”* = dQ*/u?, pud scriversi:
(35) aQ* = d@"/[K(Q — 0)*/4 + 1T,

formula dovuta a RIEMANN.
Se invece si suppone ¢ =0 le (31), (32) divengono

u=aX(Q—0)+p, H,=—a

percid la curvatura deve essere negativa, e si dice allora
che V., & uno spazio pseudosferico di raggio 1/mod a;
la (27) fornisce in tal caso:

dQ* =d@/[a <X (Q — 0) + p*,
che, per p =0, pud ancora scriversi:
aqQ®
- J{o[b > (Q - 0)J2 ’

ove b & un vettore unitario. Questa formula & dovuta a
BELTRAMI (a. 1868).

aQ: =

12. Aliplicabilita delle V, colla stessa curvatura costante.
Dai risultati precedenti discende tosto il seguente note-
volissimo
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TEOREMA. - Se due varieta ad n dimensiont hanno la
stessa curvature riemanniana costante, allora esse sono sem-
pre fra loro applicabili.

Infatti, siano V,', V,” le due varietd, che supponiamo
descritte rispettivamente dai punti @, @”; sussistera allora
la (35), e una analoga per la varietd V.”, nella quale i
secondi membri sono eguali, perché le due varietd hanno
la stessa curvatura costante J,. Ne segue d@*=d@" il
che prova 1’applicabilitd delle due varietd considerate.
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Curve ed ipersuperficie degli spazi curvi.

1. Curvatura delle linee di una varieta.

Sia C una curva della varietd V,, ad » dimensioni, e
supponiamo che sia descritta da un punto @ funzione di
una variabile numerica ¢; sappiamo che se ds & 1’elemento
d’arco di C si ha:

1) ds =mod dQ.

Inoltre, se si pone:
@ t=dQ/ds,

il vettore ¢ & unitario e parallelo alla tangente a C in Q.
Il vettore
dt _ d*Q
3) s~ ds®

& normale a t e d) la direzione della normale principale
assoluta della curva O in @ (Cap. II, n. 3). Se si pone

dt L dt
(4) n== gé/mod ds’
il vettore m & unitario e parallelo alla normale principale
assoluta di C in Q.
Ci0 posto, si chiama curvetura della linea C in Q il
numero ¢ definito dall’eguaglianza

(%) e =n > dt/ds,

\

il che é perfettamente analogo a quanto si fa per le curve
dello spazio ordinario.
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Sussiste il seguente
TrOREMA 1. - La derivata dt/ds é date dalla formula:

(6) dt/ds=—cn.

Infatti dalle (4), (B) segue ovviamente ¢ = mod (d¢/ds);
dopo cio la (4) porge senz’altro la (6). E chiaro che ¢ >0.

La (6) é analoga alla prima delle ben note formule di
FRENET per le curve dello spazio ordinario.

Il poi assai facile stabilire, come nel caso dello spazio
ordinario, che la curvatura di C in @ é il rapporto fra
P angolo di contingenza e I arco elementare, chiamandosi
angolo di contingenza quello formato dalle tangenti a C
in @ e in un altro punto infinitamente vicino.

La proiezione (ortogonale) della normale principale as-
soluta sullo spazio euclideo 8,, tangente alla V, in @, &
una retta che si chiama normale principale relativa a V,

pY

della curva C in Q. Tale retta & normale al vettore .

Se 7, & un vettore unitario parallelo alla normale prin-
cipale relativa in Q, e avente per verso quello della proie-
zione di m su questa normale, e si indica con ¢,n, la
proiezione del vettore ¢n sulla normale stessa (cioé sopra S,),
il numero ¢, (che & positivo) si chiama curvatura geodetica
relativa a V, della curva C in- Q.

Di qui e dalla (6) seguono subito le relazioni:

(7 ey ds = dyt, ¢, = cn X N, =n, X dt/ds.

Ricordando una proprieta delle geodetiche (Cap 1I, n. 6,
Teor. III), si trae snbito dalla (7) il seguente

TeorEMA II. - La curvatura geodetica relativa « V, é
nulla solo per le geodetiche di V.

Indichiamo con G la geodetica di V, passante per ¢
e tangente in @ alla curva O, ciod tangente al vettore ¢;
sia poi ¢, la curvatura di questa geodetica in Q ed n, un
vettore unitario parallelo alla normale principale assoluta
della geodetica G in @.

Avremo allora il seguente
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TeoOREMA IIL. - Le curvature c, o, sono legate dalla
relazione:
(8) c,=oenXn,.

Infatti, il vettore 2, & normale alla V, in @ (Cap. 11, n. 6),
percid ¢>n,=0; derivando rispetto ad s ed osservando

dn, dn, . ) .
che e __—mt, si ha, per la (6):
cn><wy+t><%%gt=0;

il secondo termine non muta se si sostituisce alla curva C
un’altra curva della V,, tangente in @ al vettore ¢; in
particolare prendendo la geodetica G risulta:

an,

¢, 1< a0

t=20,
e confrontando colla precedente si conclude la (8).

Oonsideriamo n geodetiche della V, passanti per @ e
a due a due ortogonali, e siano ¢,,¢,, ..., ¢, vettori unitari
tangenti ad esse in Q e diretti nel verso crescente degli
archi; diciamo poi ¢,, ¢, «., ¢» gli angoli da essi formati
col vettore ¢ tangente alla C in Q. Si ha allora il

TEOREMA IV, - Il vettore m, si pud esprimere mediante
i vettori t; colla formula:

9) e,n,ds=— (sen ¢, dp, b, 4seng, dp, -, 4+ ..+ 5en @p - dp, - Ty).
Infatti, si ha ovviamente:
t=cos ¢, -t 4+ CoSp,-t, 4~ .. - COSP,-2y,

prendendo il differenziale superficiale e badando che trat-
tandosi di geodetiche si ha d,t; =0, risulta:

dt = —(sen ¢, -dp,-t, + ... + sen @, - dg, - t,),

di qui e dalla (7) segue la (9).
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Ne risulta, ad es., 6,9t =—seny,dp,/ds. Nel
caso di una superficie dello spazio ordinario si ha
n,.> ¢, = —sen ¢,, percid ne segue senz’altro la nota

proprieta ¢, = d¢,/ds.

Prendiamo sulle curve C, G, a partire dal punto Q due
archi eguali e siano ¢, e @, i loro estremi. Si possono allora
stabilire le proprietd seguenti (Espaces, pag. 182):

TEOREMA V. - La curvatura geodetica relativa a V,,
della curva C in @ vale il doppio del limite del rapporio
della distanza Q,Q, al quadrato della distanza @@, quando
i punti Q, e Q, tendono al punto Q.

TroreMA VI, - La normale principale relativa a Vi
della curva O in Q & la posizione limite della rette Q,Q,
quando Q, e @, tendono a Q. '

OSSERVAZIONE. - Si potrebbe assumere senz’altro la (7)
per definire la curvatura geodetica della C in Q; in tal
caso, prendendo il differenziale superficiale della rela-
zione #*= 1, si ottiene ¢><d,t =0, la quale mostra che il
vettore m,. & normale a ¢, cioé alla curva O.

9, Curvatura delle linee di un’ipersuperficie.

Sia Wj_,, un’ipersuperficie della varietd V., e sia C
una curva tracciata sulla W,_,, e ¢ il vettore unitario
tangente alla O’ in Q.

Poiché la curva C' appartiene anche alla V,, avremo
da considerare, come nel n. precedente, la normale princi-
pale relativa & V, di €' in Q, che & definita dal vettore 2,
e la curvature geodetica ¢, relativa a V.

Il vettore m, & tangente alla V, in Q ed & in pari
tempo normale a ¢; la proiezione della normale principale
relativa a V, di O’ in Q sullo spazio euclideo S,_, tangente
in @ all’ipersnperficie W,_, & una retta chiamata normale
principale relativa @ W,_, della curva €' in Q. Questa retta
& normale-al vettore t.

Se 2/, d un vettore unitario parallelo alla normale prin-
cipale relativa a W,_, della curva C in @, e si indica
con ¢,n’, la proiezione del vettore ¢,n, sullo spazio Sn1s
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il numero positivo ¢,. si chiama curvature geodetica rela-
tiva ¢ W,_, della curva ' in @.
E chiaro che si ha:

(10) ¢ ds = dot,

ove d,t ¢ il differenziale di ¢ sulla ipersuperficie W,_y.
Ne segue:

{(11) ¢, =c,m, X n, =mn,’ > dt/ds.

Sia G’ la geodetica di W,_; passante per ¢ e tangente
a O’ in ¢; indichiamo poi con ¢,/ la curvatura di questa
geodetica in @, e con N il vettore unitario, normale all’ iper-
superficie W,_; in @ e tangente alla V, in Q; tale vettore,
come sappiamo (Oap. II, n. 3) é unico, ed & parallelo alla
normale principale relativa a V, della geodetica G’ in @
(Cap. II, n. 6).

Cid posto, sussiste 1’ importante

TEOREMA. - Le curvature c,, ¢/, ¢, sono legate dalle
relazioni ;

(12) e, =—1tX dg ¢, =c¢,n.>X N,
13) e, = ¢,/ N +c¢,/n,’

Infatti, procedendo come per il Teor. III del n. pre-
cedente, osserviamo che > N =0, da cui prendendo il
differenziale superficiale:

At X N -t XX dy N =0,
ma dalle (7) si ha:

(a) dot X N =¢,n,. > N-ds,
percio: ,
ey X Nods +t XX d,N =0

ma si puod scrivere:
dy N

d,,,N——~ @ = a0 '

ae
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quindi: i
AY’
c,xn,.XlV—i—tXEQ O'
il segondo termine di questa eguaglianza non muta se si
sostituisce alla curva C’ un’altra curva della W, ;, tan-
gente in @ al vettore ¢; comsiderando, in particolare, la
geodetica G’ si deduce allma

4N
Q!

che dimostra la prima delle (12).

Dal confronto delle ultime due eguaglianze segue la
seconda delle (12).

B chiaro che il vettore ¢,n, — ¢,’n,’ & parallelo ad N,
cioé & della forma hN, e percio c¢,n, = ¢,/'n,” + hN; sosti-
tuendo nella seconda delle (12) si conclude subito h=¢,,
e cosl risulta dimostrata anche la (13).

Se si indica con 6 I’angolo dei vettori n,., IV, la seconda
delle (12) e la (11) ci danno le formule notevoli:

¢,/ + X =0,

(14) ¢, =¢,co80, ¢, =c,.senl;

la prima di queste costituisce 1’estensione del teorema di
MrusNiER alle ipersuperficie degli spazi curvi ad un nu-
mero qualunque di dimensioni.

Ricordando la (a) e la prima delle (12) si pud scrivere
la seconda delle (12) sotto le forme seguenti:

15) ¢,/ =dtX N/ds——(zgx ———defQZlvN,

che sono analoghe a note formule delle superficie ordinarie.

3. I’ omografia fondamentale delle ipersuperficie.

Lo studio delle proprietd fondamentali delle ipersuper-
ficie puo farsi semplicemente considerando un’omografia
notevolissima, analoga a quella introdotta dal BURALI per
le superficie ordinarie (Parte I, Cap. II, n. 5).
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Sia, come dianzi, W,_; una ipersuperficie della varietad V.,
ed NV sia il vettore unitario, normale alla W, . (e tan-
gente a V,) in Q.

Poiché N?®=1, ne segue, prendendo il differenziale
superficiale sulla V,:

(16) N3 doN =0,

quindi: il vettore d,N ¢ tangente alle Wn_1 in Q.
Definiamo ora un’omografia o, funzione del punto @
variabile sulla V,, colle condizioni seguenti:
a) quando il punto @ si sposta sulla W,_4 si ha:

(17) sdQ = d,N,
ciod: -
(18) o =d,N/de,

b) inoltre si ha:
(19) oN =0.

Nelle (17), (18) il vettore dQ & evidentemente normale
ad IV, e quindi la (17) c¢i d& il corrispondente, rispetto a g,
di qualunque vettore tangente alla W, in @; la (19)
esprime poi che il corrispondente, rispetto a s, di qua-
lunque vettore normale alla W, 4 (e tangente alla V,) &
il vettore nullo. E poiché ogni vettore tangente alla V, in @
si pud scomporre nella somma di un vettore tangente
alla W,_; in Q e di un vettore normale alla W,_;, si con-
clude che le (18), (19) definiscono V' omografia c per ogni
veltore tangente alla V, in Q.

L’omografia s gode delle proprietd fondamentali seguenti:

TEOREMA. - Se dQ & uno spostamento del punto Q
sulla Wy—1, 8i ha:

(20) : N X odQ =0,
inoltre

2n KoN=0,
(22) Ko =g,

percido U omografia o ¢ una dilatazione.
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La (20) & una immediata conseguenza delle (16), (17).

Considerando poi un vettore w2 qualunque, tangente
alla V, in @, esso pud porsi sotto la forma: 1 = a N+ bdQ,
ove @, b sono numeri reali e d@ ¢ tangente alla W, i,
percio dalle (17), (19) si trae:

ot = bod@) = bd,N,

pereid s> N =0, da cui # > KoN =0, e, per |’arbitra-
rieta del vettore w si conclude la (21).
Se poi 3Q & un altro spostamento di Q sulla W,_4, si ha:

NXdQ=0, N>3Q=0;

applicando il differenziale &, alla prima di queste egua-
glianze, e il differenziale d, alla seconda, si ha:

S N X dAdQ +NX8,dQ=0, d,N>X<3Q-+ NXd2Q=0,

sottraendo queste due eguaglianze e ricordando la (4) del
Cap. III si ha:

S N X dQ — dyN > 3Q =0,
cioé, per la (17):

o3> dQ —0odQ XX 0Q =0
dQ < (¢ — Ko)3Q = 0,

la quale relazione vale qualunque siano i vettori d@, @
tangenti alla W,_; in Q; ma, d’altra parte, dalle (19), (21)
si trae (6 — Ko)N =0, percid si conclude ¢ — Ko =0, da
cui risulta la (22).

4. Curvatura totale di un’ipersuperficie.

Il concetto di curvatura totale, o di GAUSS, per una
superficie ordinaria, pud estendersi facilmente ad un’iper-
superficie W,_; di una V,; premettiamo all’nopo il seguente

TEOREMA. - Se d,Q, d,Q, ..., d,_1Q sono spostamenti infi-

- nitesimi arbitrari del punto Q sulle W,y e dulN, deN, ...,
Burgatti 15
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dy, 1N sON0 & corrispondenti differenziali superficiali di N,
st ha:
(23) am (Z\r, d{Q, sz, ey dn__1Q)-In_1G=

= am (Ny dviN7 dv2N9 ey dv,n—lN)-

Basta applicare la (8”) del Cap. I, ricordare che s N =0,
e tener presente la (17).

Nel caso di una superficie dello spazio ordinario, si
ha n =3, e allora la (23) ci fornisce I’ invariante secondo
della omografia o, che non & altro che la curvatura to-
tale, o di Gauss, della superficie considerata [Cap. 1V,
form. (1)].

Per n qualunque si pud quindi, per analogia, chiamare
curvatura totale dell’ipersuperficie W, il valore di I,40
ricavato dalla (23).

Si possono anche considerare altre eurvature, definite
da 1,0, Lo, ... (IZspaces, pag. 188).

La curvatura totale ora introdotta & suscettibile di una
interessante interpretazione geometrica, ricorrendo alla co-
sidetta rappresentazione ipersferica dell’ipersuperficie Wy_1.

Per questo, sia O un punto fisso, e ad ogni punto ¢
della W,_; facciamo corrispondere il punto:

(24) M=0+ N;

d chiaro che quando il punto @ descrive la W,_1, il punto M
si muove sull’ipersfera Z,_; di raggio 1, avente per centro
il punto O.

Si dice percid che la (24) stabilisce la rappresentazione
ipersferica dell ipersuperficie Wiy sull’ ipersfera Zn—1,

Ad ogni punto della W, 4 corrisponde un punto ben
determinato di Z,_{, ma un punto di quest’ipersfera pud
essere il corrispondente di pitt punti della W, 4; se il
punto @ descrive una regione della W,_4, il punto M de-
serive la porzione corrispondente di 3,1 e se consideriamo
le estensioni (ad n — 1 dimensioni) di due porzioni corri-
spondenti, si ha il seguente:

TEOREMA. - Il rapporto delle estensioni di due regiont
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infinitesime corrispondentt di Z,_; e di W,_4 ¢ equale alla
curvatura totale delle Wq_.

Infatti, si pud prendere per elemento di estensione
della W,_; il parallelepipedo (ad n — 1 dimensioni) de-
terminato dai vettori d,Q, d,Q, .., d,—Q, dianzi consi-
derati; la sua estensione, tenendo conto del segno, vale
am (N, d4,Q, d,Q, ..., duw-10Q).

All’elemento di estensione considerato sulla W,_;, cor-
risponde sulla X, ; un altro elemento di estensione de-
terminato dai vettori d,M, d,M, ..., du_(M, cio¢, in virtl
della (24), dai vettori dylN, dwl, ..., ds, 1V, il cui valore
¢ am (N, dulN, dwN, .., dsn1N). Ora il rapporto fra
queste due estensioni & precisamente eguale, in virtl
della (23), alla curvatura totale della W,_;, conforme al
teorema,

Si puo anche trovare facilmente I’interpretazione geo-
metrica di 1,0, che pud chiamarsi curvature media della Wy_;
(Espaces, pag. 191),

5. Curvature principali di wun’ipersuperficie. Formula
di Eulero.

Come abbiamo visto, I’ omografia ¢ & una dilatazione,
quindi, per un teorema noto (Cap. I, n. 6), essa ammette
almeno n direzioni unite, a due a due ortogonali.

Una di queste direzioni ¢ quella del vettore N, per-
ché 6N =0; le altre n — 1 direzioni sono percido normali
ad N, quindi sono tangenti alla W, .4 in Q.

Se 4,, %,, ..., tu—1 sono vettori unitari paralleli alle di-
rezionl unite considerate, possiamo dunque porre:

(25) gl,=—myd,, (r=12,.,i1—1)

ove le m, indicano numeri reali determinati.

Le n — 1 direzioni unite ora introdotte, si chiamano
direzioni principali dell’ipersuperficie W,_; nel punto @,
e i numeri m, si chiamano curvature principali della W,

in Q.
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Introducendo la g, si pud serivere la prima delle (12) cosi:

L, de_ _dq
(26) i PR A
6 S (P—Q)xo(P—Q)
=

(P— Q) ’

ove si & posto:
dQ/ds = (P — Q)/mod (P — Q).

Mediante la (26') possiamo ottenere le direzioni princi-
pali della W,—; in modo del tutto diverso, e precisamente
cercando le direzioni (tangenti alla W,_; in @) secondo le
quali la curvatura ¢, ¢ massima o minima.

Si ha, in proposito, il seguente:

TEOREMA 1. - Le direzioni secondo le quali la curva-
tura ¢, ¢ massima o minime sono le direzioni principald
della W,y in Q, e questi valori massimi e minimi sono le
curvature principali della W,_{ in Q.

Infatti, affincheé la curvatura ¢/, considerata come fun-
zione di P, a norma della (26), sia massima o minima, &
necessario che gradpe, = 0; ora dalla (26') si ha:

(P— @)X o(P— Q)= —¢,/(P— Q)
e prendendo il gradiente si ottiene:
(P — Q) =—1¢,(P—Q),

la quale mostra che P — Q & direzione unita di o; di qui
risnlta il teorema. :

TrEOREMA II. - Se ¢,, ¢,, «., @, S0n0 gli angoli che il
vettore P— Q (tangente alla W,_; in Q) forma colle dire-
zioni principali della W, _; in Q, si ha:

(27) ¢,/ =m, cos® ¢, + m, COS> P, ~t ... ~+ Ny, COS* Py, +
Infatti, se si pone I=mod (P — Q), si ha ovviamente:

P— Q=1(, cos ¢, 4 ..+ €,_, COS Pp__,);
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sostituendo nella (26'), e tenendo conto delle (25), risulta
la (27). A

Come ben si vede, la (27) non & altro che la genera-
lizzazione alle ipersuperficie degli spazi curvi della formula
di EuvrLero per le superficie dello spazio ordinario.

Si chiama gquadrice indicairice della dilatazione o la
quadrica (ad » — 1 dimensioni, appartenente all’S,—; tan-
gente alla W,_ in @) luogo dei punti P che soddisfano alla

(28) (P— Q)X o(P—@)==*1;

tale quadrica, che ha per centro @, gode di proprieta del
tutto analoghe a quelle relative all’indicatrice di DuprIN
per le superficie dello spazio ordinario.

Cos}, ad es., sussiste il seguente

TreoREMA III. - II reciproco del quadrato di un semi-
diametro della quadrica indicatrice é eguale alla curvaturae
della geodetica della W, tangente in Q al diametro con-
siderato.

Questa proprietd risulta senz’altro dalle (26'), (28).

E importante osservare che le (25), unitamente alla
relazione o N — (0, definiscono completamente la o; e di qui
si possono dedurre varie relazioni fra gli invarianti di o
e le curvature principali m,; ei limiteremo alle due seguenti,
che risultano subito dalle (10), (18) del Cap. I:

Lo=—(m, +-m, +...-+m,_)),
Li_jo=(—D""'mm,..0m,_,.

Infine notiamo che dalla (59) del Cap. I si deducono
subito le relazioni: ,

Roi, =0, (r=1,2 ..,0—1), RoN=(I,_,0)N,

percio si ha:
Ro = (In_id)H(N, N),

formula analoga a quella delie superficie ordinarie
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6. Linee di curvatura di un’ipersuperficie.

Abbiamo definito nel precedente numero le direzioni
principali di un’ ipersuperficie Wy_1 nel punto @; per mezzo
di questa nozione possiamo definire le linee di curvatura
nel modo seguente.

Si chiama linea di curvature della W,y ogni curva
di W, , tale che ciascuna delle sue tangenti sia una
direzione principale della W, 4.

Per ogni punto della W,_; passano, almeno, n — 1 linee di
curvatura, che si tagliano ortogonalmente; percio sulla W, 4
esistono n — 1 sistemi di linee di curvatura tali che, per
ogni punto della W,_; passa sempre una curva di ciascuno
di questi sistemi.

Sussistono le proprietd seguenti (Espaces, pag. 194):

TEOREMA I. - L’ equazione differenziale delle linee di
curvatura é:

(29) dy N =— mdQ.

Infatti, se nelle (25) poniamo ¢, —hdQ, ove h & un
numero reale e dQ & uno spostamento tangente ad wuna
delle linee di curvatura, si ha 6dQ = —m,dQ; ma cdQ=4d,N,
percid ne segue la (29).

Risulta poi dalle (25), (26) che m,, m,, ..., Mm,_, sono
le curvature delle geodetiche di W, tangenti in Q alle linee
di curvatura.

TroreMA II. - Se la curvatura riemanniana della V,
¢ costante e se sull’ ipersuperficie W, delle V, ogni linea &
linea di curvatura, allora la W._i deve essere un iperpiano
od un’ ipersfera.

Infatti, dalla (29) risulta che si pud porre, qualunque
siano gli spostamenti d@Q e 3@ sulla W,_4:

(a) doN=2dQ, 3,N=13Q,

ove z ¢ una funzione numerica del punto @; applicando
poi I’operatore 3, alla prima di queste eguaglianze e I’ope-
ratore d, alla seconda, ne segue, sottraendo:

(b) Bolo N — A8 N = 32-dQ — du-20Q;
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@’altra parte, essendo la curvatura riemanniana ¢ della V,
costante, sussiste la (10) del Cap. IV, da cui risulta, ricor-
dando la (8) del Cap IV:

R4Q8Qd' Q= ¢[H(dQ, 3Q) — H(3¢, dQ)]d'Q,

ora, se il vettore d’'Q si suppone parallelo ad ¥, il secondo
membro si. annulla, percido RKAQIQN = 0, ossia, per la (20)
del Cap. IIL: 3,d,N — d.3,N =0, percid la precedente (b)
porge: dx-dQ — dx-8Q =0, e poichd i vettori d@, 8Q sono
arbitrari, risulta: dz =10, 3z =0, da cui x = cost.

Cid posto, se =0, la (¢) ci dd N =cost, e la W, ¢
allora un iperpiano. Se poi z == 0, si ha dalla (e) integrando:

Q=0 -+ Nz,

ove O & un punto arbitrario; ne risulta: (@ — 0)*=1/2*= cost,
¢id c¢he mostra che la W,_, & un’ipersfera.

7. Sistemi n™ ortogonali della V,. - Teorema di Dupin.
Siano

(80)  u,(Q)==cost, u,(Q)=cost, .. u,(Q)=-cost,

le equazioni di n ipersuperficie immerse nella varietd V..

Affinch® queste ipersuperficie si taglino a due a due
ortogonalmente & mnecessario e sufficiente che le n fun-
zioni u; verifichino le equazioni seguenti [Cap. 11, form. (16)]:

(31) grad, u; X grad, u; =0, (¢3=j; 4, j=1, 2, ..., 0);

si ha cos! un sistema di n(n — 1)/2 equazioni fra le n fun-
zioni u,, pereid, se n >3, il numero delle equazioni supera
quello delle incognite, e si conclude quindi che, in gene-
rale, le equazioni (31) non ammettono soluziont.

Tuattavia, in taluni casi particolari, le equazioni (31)
possono avere soluzioni comuni, ed allora si dice che le
ipersuperficie (30) formano un sistema n* ortogonale.

Se si considera uno di questi sistemi n#% ortogonali, &
facile vedere che n — 1 qualunque delle ipersuperficie (30)
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si tagliano secondo una curva ortogonale all’ipersuperficie
rimanente; chiamando O,, C,, ..., Ox queste curve d’ inter-
sezione, la ecurva (O, sara allora normale all’ipersuper-
ficie u, = cost.

Poichd il punto generico @ della V, risulta determinato
dalla intersezione delle n ipersuperficie (30), si puo definire
il punto @ mediante le n quantitd u,, w,, ..., w,, che pos-
siamo considerare come variabili indipendenti, ed & chiaro
che lungo la curva C; il punto @ & funzione soltanto di «;,
ed il vettore 9Q/du;, che & tangente alla C; in @, risulta
normale in @ all’ipersuperficie wu; = cost.

Ne segue:

Q. _°Q L,
(32) Ju, 3%_—0' (7).
Indicando poi con N, un vettore unitario, normale
all’ipersuperficie u, = cost, si pud porre: '

(33) Q/ou; = HN,;, (=12, .., n),
ove H; & una certa funzione numerica di @, e la (32) ci da:

(32) NoX V=0, (i%j).

Mediante le relazioni precedenti & facile dimostrare
(Espaces, pag. 197) la seguente proprietd, che estende agli
spazi curvi un notevole teorema di DuprIN relativo ai si-
stemi tripli ortogonali dello spazio ordinario:

TrOREMA 1. - Le cwrve C,, C,, .., Ci_, Civi, ..., Op
sono linee di curvatura della ipersuperficie u; = cost.

Inoltre sussistono le proprietd seguenti(Espaces, pag. 198):

TreoreEMA II. - Se ¢y indica la curvatura principale
in @ della ipersuperficie u; = cost, secondo la direzione della
curva Gy, si ha:

1 _oH;
H.H; du;’

(}ij:_

TEOREMA III. - Se ¢, indica, come nel n. 1, la curvatura
geodetica relativa alle V, della linea di curvatura C,, e
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se n, ¢ un vetlore unitario parallelo alle normale princi-
pale relativa @ V, della curva C, in @, allora:

Cptly == OUINA ~- (,‘2,11\7-2 + ot Cuyy N"—i'

Nel caso particolare di n = 3, cioé di superficie immerse
in spazi curvi a tre dimensioni V,, si possono stabilire
facilmente proprietd analoghe a quelle delle superficie
dello spazio ordinario. Cosl, ad es., (Espaces, pag. 200) si ha il

TeoREMA IV. - Se I’intersezione di due superficie di
una V, ¢ una linea di curvatura per entrambe le superficie,
esse 8i tagliano sotto angolo costante. E viceversa.

8. Ipersuperficie in rappresentazione conforme.

Consideriamo, come nel n. 6 del Cap. precedente, due
varieta V, e V" ad n dimensioni, le quali si corrispondano
secondo la legge espressa dalla (18) del Cap. precedente, cioé:

(34) dQ = UrdQ,

ossia supponiamo che vi sia rappresentazione conforme
dell’una varieta sull’altra.

Sia poi W,_; una ipersuperficie qualanque della V,e W',
I’ipersuperficie corrispondente nella V,'; indichiamo inoltre
con N ed N' i vettori unitari normali alle V, e V. nei
punti corrispondenti @ e Q.

Sussistono allora le proprietd seguenti.

TrOREMA L. - Si ha:

(35) N'=N.

Infatti, poiché la rappresentazione conforme conserva
gli angoli, & chiaro che al vettore N normale alla Wy,
corrisponderad un vettore normale alla W',_;; di qui segue
subito la (35), perché N’ & vettore unmitario.

TrorEMA 1. - I’ isomeria X ¢ il vettore N sono legati
dalla formula:

(36) K)\-dyA- N =(grad, log U)X N-dQ,

ove dQ ¢ un vettore tangente alla W,y in Q.
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Basta infatti ricorrere alla la (21) del Cap. precedente,
e poi applicare ai due membri I’omografia KA.

TeOREMA III. - Alle linee di curvatura dell’ ipersuper-
Jicie Wu_1 corrispondono le linee di curvatura dell’ ipersu-
perficie W._;, e le curvature principali m,, m,’ sono legate
dalla relazione:

(37) m, = m,’ U+ (grad, log U) X< .

Infatti, ’equazione differenziale di una linea di curva-
tura della W,_; & data dalla {29), ossia:

(a) Ay N = — m,dQ,

ove d@ & parallelo ad una direzione principale. Analoga-
mente, per una linea di curvatura della W’,_; si ha:

dyN' = — m,/d@’,
ciod, in virtu delle (35), (34):

AN + doh« N=— m,’ UrdQ,
da cui:
doN=—Kk-deh- N — m,’UdQ;

applicando poi la (36) risulta:
doN = — (m,’U + grad, log U< N)d@Q,

¢ confrontando colla (@) si deduce il teorema.

9. Teorema di Liouville.

La proprietd ora stabilita pud applicarsi, in particolare,
agli spazi euclidei, che sono a curvatura riemanniana nulla.
In questo caso & facile risolvere la questione di trovare tutte
le possibili rappresentazioni conformi di uno spazio euclideo
ad n dimeunsioni sopra se stesso; e precisamente vedremo che
il gruppo di tali rappresentazioni, per n >2, & un gruppo
Jinito, che dipende da (n 4+ 1)(n -+ 2)/2, parametri (*).

(*) Per n=2,com’é ben noto, il gruppo ¢ infinito e dipende da una
funzione arbitraria di variabile complessa.



[Cap. V] 235

Intanto dimostriamo la seguente proprietd, che & stata
stabilita da LiouvinLLE per il caso dello spazio ordinario:

TrorREMA - Le pitt generali trasformazioni conformi
dello spazio euclideo di n > 2 dimensiont in se stesso $i otten-
gono combinando le inversioni per raggi vettori reciproci coi
movimenti e colle similitudini.

Infatti, considerando la rappresentazione conforme de-
terminata dalla (34), ove Q descrive uno spazio euclideo S,,
dovremo determinare U in modo che il punto @ pure
deseriva uno spazio euclideo S,. Ponendo U=1/u la (34)
diventa la (27) del Cap. precedente, e la questione che ci
siamo posta rientra in quella risolta nel n. 10 del Cap. pre-
cedente, percid se n > 2, la funzione w deve avere neces-
sariamente la forma (31) data nel n. 10 citato, cioé:

(38) u=¢(@— 0)"+ a>X<(@—0)+p,

ove @ & un vettore costante, e p, ¢ sono numeri pure co-
stanti, legati dalla relazione (32) del citato n. 10, la quale
porge ora: 4pq=a’.

Cid premesso, se q=0, deve essere anche @ =0, e allora
rimane u = p, percio la (33) del solito n. 10 diventa dA =0,
percid 'isomeria A deve essere costante, e allora si ha
dalla (34):

Q@' = 0+XQ— O)p,

ove 0 & un punto fisso arbitrario; la rappresentazione con-
forme & allora semplicemente una similitudine (ed un
movimente per p—=—1).

Supposto poi ¢ =0, si puod serivere:

u=q(Q — 0)* + a XX (@ — 0) + a’/(49),
cioe, pitt semplicemente:
n=¢(Q— 4y,

avendo posto 4 —=0 — a/(29).
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Risulta allora, dalla (34):

1 Q¢
(39) dQ? = — — ;
Q qg (Q _ A)27
a meno di movimenti, questa trasformazione si ottiene
coll’inversione per raggi vettori reciproci definita da:
Q— A4
=4+ S5
9q(Q— 4)”
netla quale A4 ¢ il centro d’inversione; e infatti da essa
si ricava:

1
AQ = o (@ — A)*dQ — 2(Q— A)XdQ-(Q— A)!:
fa— @4 (Q—4)>dQ-(@— A)};
elevando a quadrato, ed osservando che il quadrato del
vettore chiuso entro le {..} vale [(Q — A)*dQ]%, ne segue
senz’ altro la (39). Con cid il teorema & dimostrato.
Le trasformazioni considerate formano un gruppo con-

tinuo, in cui il numero dei parametri & dato da
nn—+1)/2+1+mn, cioé (n -+ 1)(n--2)/2;

e questo & il gruppo conforme dello spazio euclideo.



CaritrorLo VI.

Curvatura delle ipersuperficie degli spazi curvi.

1. L’omografia di Riemann per un’ipersuperficie.

Sia, come nel Cap. precedente, V, una varietd ad »
dimensioni, deseritta dal punto variabile @, ¢ W,_; una
ipersuperficie di V,. ’

Vogliamo stabilire la relazione che intercede fra 1’ omo-
grafia di RIEMANN relativa alla V, e quella relativa
alla W,_;.

Diciamo, al solito, N il vettore unitario, normale
alla W,_; in @ e tangente alla V, in @ (il cul verso si
intende fissato a piacere). Sia poi v un vettore tangente
alla W, , in @, e diamo al punto ¢ uno spostamento infi-
nitesimo qualunque d@ sulla superficie W,_; (e quindi
appartenente anche alla V,); & chiaro che il corrispondente
differenziale du del vettore @ non & pill, in generale, tan-
gente alla W, 4, ma & un vettore dello spazio euclideo Ex
in cui si pud sempre immaginare immersa la V,.

Consideriamo allora la componente tangenziale, sulla V,,,
del vettore du, ciod il vettore proiezione ortogonale di du
sullo spazio euclideo S, tangente alla V, in @; esso non
é altro che il vettore d,w differenziale di « sulla varietd V,
o differenziale superficiale di u; inoltre consideriamo il vet-
tore proiezione ortogonale di dw sullo spazio euclideo S, _;
tangente alla W,_; in @ (e quindi appartenente anche ad
Sn), cioé il vettore d.e differenziale di w sulla ipersu-
perficie W,_;; & chiaro che il vettore d,u si pud anche
immaginare come la proiezione ortogonale del vettore de
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sull’S,_; considerato, e si ha perecio:
88) dou = dyu — dyuu > N-N.

_Differenziando col simbolo 3, di differenziale superfi-
ciale sulla varietad V,, il quale, come abbiamo dimostrato
nel Cap. III, gode di proprietd analoghe a quelle dell’ or-
dinario simbolo differenziale d negli spazi euclidei (ecce-
zione fatta per la proprietd commutativa dei differenziali
secondi) si ha: e

(2) Bpdire =3,dt — S dyt X N-N—d,u >3, N - N —
— dyt X N-6,N.

A noi interessa calcolare .d,u, che ci & dato da una
relazione analoga alla (1), cioé:

(3) Spdwtt = 8,dptt — 0,dtt XX N-N;
ora, siccome N?=—=1, ne segue:
4) NX38,N=0,

percio il vettore 3,N & tangente alla W,y in @; molti-
plicando scalarmente la (2) per N, si deduce quindi:

(b) Splptt X N =~ d,u >3, N.

Sostituendo i valori (2) e (5) nel secondo membro
della (3) si ha senz’altro:

By tt = Syttt —3,d U X NN — dytt X N-Z,N;

osservando che u>< N =0, ne segue: d,u > N=—u>d,N,
percid sostituendo nell’uitimo termine si trae:

Spdott =8, dytt — S, dy U X NN X d,N-3,N;
i qui, scambiando i differenziali d e & risulta:

Aottt = d gt — d S, X N- N+ uX0,N-d,N,
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e sottraendo dalla precedente:

(6) Bt — Aduwtt = (3pdytt — d,3 ) —
— (plytt — dpdptt) X N N+ uXdyN-5, N —uX3,N-d,N.

Indicando con &R, e &, le omografie di RIEMANN rela-
tive alle varietd V, e Wy, e ricordando che si ha ad es.
[Cap. 111, form. (20)]:

(N Syt — dpBut = R,dQ5Qu,
potremo serivere la (6) cosi:

(8) R.dQ3Qu = (R,dQ>Qu — R,dQ3Qu >} N-N)+-
+uXd,N-8,N — 1 X3,N-d,N.

Questa & la formula fondamentale che volevamo otte-
nere e che fornisce una relazione molto semplice fra
I’omografia di RIEMANN &, relativa alla varietd V., e
omografia analoga &, relativa all’ipersuperficie W,
immersa nella V,.

B chiaro che nella (8) I’espressione chiusa entro le
parentesi non & altro che la proiezione, sullo spazio S, 4
tangente alla W, in @, del vettore &,dQ3Qu, cioe & la
componente tangenziale, relativa alla W, ;, di questo
vettore.

2. Trasformazioni della formula fondamentale.
Se indichiamo con s I’omografia fondamentale dell’iper-
superﬁcie W._i, allora sappiamo che (Cap. V, n. 3):

9) d,N = cd@,
e la (8) pud seriversi:

®) RndQ3Qu = R,dQEQu — R,dQ3QuU X N- N -+
4+ 1 X 0dQ-63Q — u X< 33Q - 5dQ,
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od anche:

(8,) RdQ3Qr=48,1Q3Qu — K,dQ3Qu > N-N +
-+ [H(cdQ, o3Q) — H(s3Q, cd@)]u (*).

B chiaro che in questa formula si possonc sostituire
a dQ e 3Q due vettori (tangenti alla W,_; in @) di moduli
arbitrari.

Se nella (8') si pone w=d'Q e si moltiplica scalar-
mente per un altro differenziale &'Q pure tangente alla Wy
in @, si ha:

(10) R,,4Q3Qd'Q < ¥Q = R,dQ3Qd'Q><5Q +
- Q< 5dQ-FQ>< 0BQ — dQ > 33Q-5Q X 0dQ;

se ora qui si introducono le coordinate dei punti delle va-
rietd V, e W,_; si ottengono le cosidette formule di Gauss
generalizzate (*).

Facendo invece il prodotto scalare della (8) per N si
ottiene ovviamente una identitd. Pero, tenendo conto della
relazione, facile da stabilirve:

RodQ3Q1 XX N = (8pdpre — dpd,t) XX N =
= — X Bpdy N — dwS,N),

(*) Introducendo I’omografia di 3° ordine &;, definita dalla (8) del
Cap. IV, & facile vedere che

H(od @, 03Q) — H(a2Q), 3dQ) — 5E,dQ2Q -0 — — aK(oE;) A9,
percio si puo dare alla (8,) la forma semplicissima:
Rw = [1 — H(N, N)JR» — cK(aE3).

(?) Cfv. BiancHL - Lezioni di Geometria differensziale, 3" edizione,
vol. 11, parte II, pag. 452 (Zanicbelli, Bologna).

Per il caso particolare in cui la varietd Vn sia euclidea, le for-
mule corrispondenti si trovano pure in: Levi-Civita - Oalcolo diffe-
renziale assoluto, pag. 272, form. (30) (Stock, Roma, a. 1925); in queste
formule va perd cambiato il segno al primo membro.
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a (8) diventa:

RedQSQu = R,dQOQU + u X (3, dy N — w3, N)- N +
+uXdN-2,N —u>X23,N-d,N,

da cui, moltiplicando scalarmente per N e ricordando la (4):
RpdQB3Qu X N - e X (8, d, N — d,,3,N) =),

che pud ancora secriversi, ricordando la (9):

(10 RedQBQu > N + ¢ X (C1p0-AQ — d,,5-3Q) =0

supponendo anche qui, come dianzi, w = '@, poi introdu-
cendo le coordinate si ricavano le cosidette formule di
Codazzi generalizzate ().

3. Relazioni fra curvature riemanniane.

Dalla (10) si puo dedurre una notevole relazione fra le
curvature riemanniane K, e H, delle varietda V, e W,_4,
relative al punto @ e alla giacitura individnata da due
spostamenti qualunque d@ e ¢, tangenti alla W, in @.

Ricordiamo percio che, ad es., la curvatura &, & espressa
da [Cap. 1V, form. (5)]:

5 —  B0005QdQ < 39

(4 " AQRg — (@< Q)

e analogamente per la curvvatura K., e allora dalla (10),
supponendovi dQ@=d@Q e FQ=25¢Q, avremo la relazione
cercata:

5 _ AP odQ-2Q>< 8@ — (dQ > 52Q)?
(12)  Ho=H, -+ 407 30° — (1< 3Q)° ,
ed & chiaro che, nella frazione a secondo membro, é lecito

sostituire a d@ e ¢ due vettori, di modulo finito, aventi
le stesse loro direzioni.

(!) BraxcHI - loc. cit., pag. $53.

Burgatti 16
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Se, in particolare, supponiamo che i vettori d@, 3@ siano
tangenti a due linee di curvatura della W,_;, passanti
per @, allora essi sono direzioni unite ortogonali per la
dilatazione s (Oap. V, n. 6), percid si pud porre:

cd@) = — fm‘dQ, 6t = — 71125Q, (dQ < 3Q = 0),

ove m,, m, sono le due curvature prineipali della Wy
in @, nelle direzioni delle due linee di curvatura conside-
rate. La (12) ci d& allora:

(13) K = Hyp -+ mm,,

quindi si conclude il seguente

TrorEMA L. - Il prodotto di due curvaiure principali
di un’ ipersuperficie & eguale alla differenza fra le curva-
ture riemanniane (relative alla giacitura determinata dalle
tangenti alle due linee di curvatura considerate) dell iper-
superficie ¢ della V, in cui esse & immersa.

"] evidente che una relazione analoga alla (13) sussiste
per ogni coppia di linee di curvatura della W,_1, pas-
santi per ¢. ‘

Supponiamo ora, invece, che la varietd V, in cui & im-
mersa la W,_; abbia una curvatura riemanniana costante Hos
allora sappiamo [Cap. IV, form. (10)] che per 1’ omografia
di RIEMANN &, si ha: &,=X,E,, da cui:

(14) R,4Q5Q = K, {H(dQ, 3Q) — H(E, d@)},
percid R,dQE3Qu> N =0, e in tal caso la (8,) porge:

(15) RnpdQ3Q=a&, H(dQ, 3Q)—H(3Q, d@)} -+ H{cdQ, s5¢)—
— H(03Q, 5d Q).

Come altro esempio, supponiamo n =23, cio& conside-
riamo una superficie W, immersa in uno spazio curvo
qualunque V, a 3 dimensioni; potremo allora considerare,
in un punto @, la curvatura totale k di Gavuss della W,,
nonchd le curvature riemanniane &, e K, della W, e dello
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spazio ambiente V,, secondo la giacitura del piano tan-
gente alla W, in quei punto. Allora si ha il seguente
TrOREMA II. - La curvatura k di Gauss ¢ data de:

(16) k=&, — K,.

Infatti, la curvatura k é data dalla (2) del Cap. IV, e
poichd d,N —=od@, si scorge che la frazione che figura
nella (2) ora citata & identica a quella che figura nella (12),
percid ne segue senz’altro la (16).

4. Equazione di Weingarten.

Supponiamo che la varietd V, abbia una curvatura
riemanniana costante X, ; allora per ’omografia di RIBMANN
sussiste la (14), quindi se # & un vettore tangente alla V,
in @, si ha dalla (7):

A7) Sydyue — A0 = H (X dQ-3Q — u X 3Q-dQ).

Cid posto, consideriamo I’ equazione di Weingarten, colla
funzione incognita U:

(18) d,grad, U+ H,UdQ =0,

ove grad, U é il gradiente superficiale di U (relativo alla
varietd V,) e d@ & uno spostameunto infinitesimo qualunque
di @ sulla V,,

Sussistono allora le proprietad seguenti:

TEOREMA I. - Essendo costante la curvatura HK,, U equa-
zione differenziale (18) risulta illimitatamente integrabile.

Infatti, prendendo il differenziale superficiale col sim-
bolo 3,, si ha dalla (18):

Sty grad, U4+ K EU-dQ +- K, Us,dQ =0,
da cui, scambiando d con 3:
dyS, grad, U+ K, dU-3Q + K ,Ud,5Q =0,

sottraendo dalla precedente e notando che 5,dQ—=d,2Q,
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risulta :
5,d, grad, U — d,5, grad, U + H,BU-dQ —dU-2¢) =0;

ora, questa eguaglianza & certo verificata, perché coincide
colla (17) ove vi si ponga w= grad, U e si ricordi che
grad, U dQ=4dU.

TEOREMA II. - 8¢ U, V sono due integrali, distinti o
no, della (18) st ha:

(19) grad, U X< grad, ¥V 4 K, UV = costante.

Infatti, dalla (18) moltiplicata scalarmente per grad, V,
si ottiene:

grad, ¥V < d, grad, U + K, UdV = 0,
e scambiando U con V:
grad, U X d, grad, V + K, ¥dU =0,
e sommando colla precedente:
d(grad, U< grad, V) + d(H, UV ) =0,

da cui segue la (19).
In particolare, per V = U, la (19) porge:

(20) (grad, U)* + K, U* =C,

ove (' & una costante arbitraria.

5. Ipersuperficie integrali dell’equazione di Weingarten.

Le ipersuperficie di V, rappresentate da U =cost, ove U
¢ un integrale dell’equazione (18) di WEINGARTEN, godono
delle seguenti proprieta:

TrorEMA 1. - Le ipersuperficie U= cost sono geodeti-
camente parallele.

Cid risulta senz’ altro dalla (20), che esprime che (grad, U)*
o funzione della sola U, e da una proprietd nota (Cap. II,
Teor. V).
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TeorREMA 1I. - Le ipersuperficie U= cost hanno la cur-
vatura riemanniana costante e maggiorve di J¥,.

Infatti, se ¥ & il solito vettore unitario, normale a tali
ipersuperficie in @, si ha N =grad, U/mod grad, U, cioé
per la (20):

N=(grad, U)/VC — K, U?,

e attribuendo al punto @ uno spostamento infinitesimo d¢
sull’ipersuperficie considerata ne segue:

dy N = (d,grad, U)/VC — K, U?,

¢ioe, per la (18):

K, U
ad Z(IUN:—M__.—*———O_:(I
0 Ve—wo
sostituendo nella (12) si ha:
. HKU* R, U*?
K =N, + —Cjé]{—olt]‘z =X, -+ (—gam y

che dimostra il teorema.

6. Ipersuperficie a curvatura costante in una V. a cur-
vatura eostante,

Come altra applicazione delle formule precedenti, cer-
chiamo direttamente se in una V, a curvatura riemanniana
costante J, sono contenute ipersuperficie W, ; a curva-
tura riemanniana costante &, non nulla.

Basta applicare la (13) e avremo:

(21) Ko — Ky, =m my;

ora, supposto n > 3, esistono ancora altre linee di curva-
tura della W,_; passanti per @ (perché in tutto sono al-
meno n— 1) e quindi esistono delle corrispondenti curvature
principali; chiamando m, una di queste, sassisteranno le
seguenti formule analoghe alla (21):

(21) K — H,=mmy, Hp— K, =m,mg;
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dalle (21), (21) risulta:
(22) K — K, =m*=m, =},

percio, in particolave, ¥K,, > K,.

Risulta ancora, dalla (22), e analoghe, che le curvature
principali della W,_yin @ sono tutte eguali, e chiamando 1/r
questo valore costante comune, avremo dalla (29) del Cap. V:

(23) do N = — d@/r,

by

da cui, integrando, N = — (¢ — 0)/r, ove O & un punto
arbitrario; quadrando si ha: (@ — 0)° =17?* che rappre-
senta un’ipersfera di raggio r. Si conclude percio il seguente

TEOREMA. - In una warietd a curvatura riemgnniene
costante K,, a pitt di 3 dimensioni, non esiste alcuna iper-
superficie a curvature riemanniane costante e minore di Ry
¢ di ipersuperficie a curvature riemanniana costante R, > R,
eststono soltanto le ipersfere di raggio 1/V&, — XK,.

Si pud ancora aggiungere che dalla (23) risulta che
ogni direzione della W,_; passante per @ ¢ direzione prin-
cipale, e quindi ogni linea della W,_; & linea di cnrvatura,
e allora il teorema precedente & in armonia col Teor. IL,
n. 6, del Cap. precedente.

Ii evidente che le ipersfere di raggio r, di uno spazio V,
a curvatura riemanniana costante hanno in ogniloro punto
eguali fra loro, e alla costante 1/r, le n—1 curvatare
principali.

Si pud anzi dire che non esistono alirve ipersuperficie
che abbiano eguali in ogini loro punto le n — 1 curvature prin-
cipali. Ciog, in altre parole, se tali curvature sono fra loro
eguali, devono necessariamente essere costanti e I’ ipersu-
perficie & un’ipersfera.

Cid risulta senz’ altro dal gid citato Teor. 1I, n. 6, del
Cap. precedente.

7. Spazi curvi a tre dimensioni. Omografia di Ricei.
Esaminiamo ora, in modo speciale, il caso degli spazi
curvi V, a tre dimensioni; I’ omografia di RieMaNN &, che
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¢ di 3° ordine, puod allora, molto utilmente, essere sosti-
tuita da un’omografia ordinaria, come ora faremo vedere.

Intanto osserviamo che, se @, b sono due vettori tan-
genti alla V,, allora &ab & un’omografia assiale ben de-
terminata (Cap. III, n. 6), che trasforma vettori tangenti
alla V, in @ in vettori pure tangenti alla V, in @.

Cid premesso, passiamo a dimostrare I’importante

TEOREMA. - KEsiste una dilatasione ., funzgione solo
della &, tale che, qualungue siano i vettori a, b tangenti
alle V, in @, si ha:

(24) w(a@ A\ D) = V(Rub),
0, ¢io che equivale:
(25) ‘ [WaA BN = Rabd.

Infatti, I’ omografia Rab & funzione lineare ed alternata
dei vettori a, b, percid in virtd di un noto teorema fun-
zionale (Espaces, pag. 12), si deduce che esiste un’unica
oniografia p, funzione solo di &, tale da soddisfare alla (24).

Che poi la p debba essere una dilatazione, risulta dal
fatto che se ¢, d sono altri due vettori tangenti alla Vv,
in @, si ha dalla (25):

[pla ND]A e = Rabe,
quindi, applicando la (24) del n. 6 del Cap. 1II, e poi an-

cora la (25), risulta:
[IMaAD) I e X d = Rabe X d = Reda X b ==
= [MeADIN@X b = e Ad) X (2\D);

ma si ha d’altra parte:
(e AB)INe X d=[p(a/b)] X (e Ad)=[Kyplc \@)]>}X(e\b),

percio, confrontando colla precedente, si conclude Kp=1,
cioé p ¢ una dilatazione.

La dilatazione p riassume i noti simboli «”® di Riccl,
e percio diremo che p & I’omografia di Ricor.
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8. Forma speciale dell’identitd di Bianchi per le V,.

Introducendo I’omografia di Ricor g, I'identita di Brax-
cHI stabilita nel n. 7 del Cap. III, assume una forma piu
semplice, come ora mostreremo.

Per questo, cominciamo ad osservare che la (24) sussiste
se al posto di @ si pone d,a, oppure se al posto di b si
pone d,b, perché i vettori d,a, d,b essendo differenziali
superficiali (relativi alla V,) di « e b, sono tangenti alla V,
in @; di qui si deduce tosto, prendendo il differenziale
superficiale della (24) e ricordando la (15) del Cap. III,
cio® d, Vi = Vd,p:

dyt- (@ \O) = V(d, & - ad),

eguaglianza dello stesso tipo della (24). S1 puod porre d, .= p'dQ,
ove i & una determinata omografia di 2° ordine, funzione
di @ (ma non di d@), che si pud chiamare derivata super-
ficiale della p, e analogamente, come abbiamo gia fatto a
proposito dell’identitd di BIANCHI, si puo sostituire &K'dQ
al posto di d,&, e allora la precedente porge:

WdQ(a N\ b) = V(R'dQub),
ed ¢ chiaro che si pud pure scrivere:
(26) we(w \Nb) = V(&K 'cad),

ove ¢ & un vettore qualunque, tangente alla V, in Q.
E ora assai facile stabilire il seguente
TEOREMA. - L’ identitd di Bianchi equivale alle relazione :

(27) wabAc) -+ pole \Na) + pWe(a ANb) = 0.
[ufatti dalla (26) risulta:

pab Ne) + wbleNa) + pe(a ) b) =
= V(R abe + R'bca + R'cab),

ma il secondo membro & nullo in virttt dell’identitd (i
BraxcHi, percio ne segue la (27).
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Viceversa, se sussiste la (27), la relazione precedente
diviene:
(a) V(R abe + R bea + R'cab) = 0,

ma siccome 1’ omografia Rab & assiale, € pure tale I’omo-
grafia d&-ab, e quindi anche &'cad, percid si deduce che
nella (a) I’ omografia chiusa entro parentesi & assiale, e
allora dalla (@) stessa si conclude che tale omografia deve
essere nulla, e cosl si ottiene !'identitd di BiANCHI; e con
cio il teorema & dimostrato.

9. Gradiente dell’omografia di Ricci. Relazione colla
omografia di gravitazione.

Dalla forma (27) dell’identitd di BrawcHr si deduce fa-
cilmente il seguente

TrorEMA I. - Il gradiente superficiale dell’ omografia
di Ricei ¢ nullo. :

Infatti, supponiamo che nella (27) i vettori a, b, ¢, tan-
genti alla V, in @, siano per di pit unitari e a due a due
ortogonali, e precisamente:

bhe=a, cNa=b a/\b=c,
allora la (27) diventa:
weew + p'ob + wee=0,

cioé, per la (30) del Cap. III: grad,p =0; c. d. d.
Abbiamo definito, nel n. 10 del Cap. I1I, I’omografia
di gravitazione 0 per una varietd qualunque; nel caso par-
ticolare di spazi curvi a tre dimensioni, sussiste la note-
vole proprietd seguente, dovuta al Prof. LEVI-CIVITA:
TrOREMA 1I. - L’omografia di gravitazione 6 coincide
coll’ omografia di Ricci .
Infatti, dalla (28) del Cap. III si ha, in virttt della (25):

dba = Z[P’(" NI Nt = — Eis/\ P'(a'/\"'.s-)a

ove nella X, I’indice s assume i valori 1, 2, 3; in virtt di
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semplici proprietd delle omografie ordinarie, I’ ultimo mem-
bro si pud successivamente trasformare cosi:

— Si A apN)i,=—2V(p-a\)=—2V(eAp)=— (L —pea.
Ne segue, per |’arbitrarietd del vettore a:
¢=p—1Ip, da cui: Ip=Ip—3Lp=—2Ly,

¢ siccome I’omografia di gravitazione 6 & definita da
8 =¢ —I,4/2, si conclude senz’altro 6= p; c. d. d.

Ricordando poi la (35) del Cap. III, ritroviamo, senza
aleun ealcolo, che grad, p=0.

10. Curvature riemanniane principali per le V..

Nel caso di uno spazio curvo V, a tre dimensioni &
facile studiare la distribuzione delle curvature riemanniane
intorno ad un punto @ qualsiasi di esso, e secondo le varie
giaciture passanti per @.

Si pud in primo luogo osservare che una giacitura qua-
lunque della V, & completamente determinata da un vet-
tore unitario w» normale ad essa, e mediante 1’omografia
di Riccr & possibile esprimere la curvatura riemanniana
sotto una forma particolarmente semplice, come risulta
dal seguente

TeEOREMA I. - La curvatura riemanniena della V, se-

condo la giacitura normale al vettore w é espressa da:

(28) H = w X< pu.

Infatti, se @, b sono vettori non paralleli, tangenti
alla V, in @ e situati sulla giacitura considerata, la curva-
tura riemanniana secondo tale giacitura é data dalla (7)
del Cap. 1V, che, tenuto conto della (25), pud scriversi:

_ MaNbNaXb waN\b) X (a\b).

h = atb® — (aXX b} (e \b) ’

ora si pud porre evidentemente: a\b=hew, ove h € un
numero reale, e allora la relazione precedente fornisce la (28).
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Come abbiamo dimostrato, I’omografia di Riccr p &
una dilatazione, percido essa ammette almeno 3 diresioni
unite, a due a due ortogonali.

Si pud percid porre:

(29) pi, =R, (r=12,3),

ove i vettori ¢,, ¢,, i, formano un sistema unitario orto-
gonale, e le &K, indicano numeri reali determinati.

Le direzioni unite ora considerate si chiamano direzioni
riemanniane principali della V, in ¢, e le giaciture ad
esse normali géaciture principali in Q. Le tre direzioni
riemanniane principali formano un triedro trirettangolo
che si chiama triedro principale della V, in Q.

I numeri #, si chiamano poi curvature riemanniane
principeli della V, in Q, e la loro somma

(30) M = &K, + K, + K,,

dicesi curvatura riemanniana media della V, in . Essa
gode della proprietd seguente:

TrEOREMA II. - La curvatura riemanniana medic é equale
all’ invariante primo dell’ omografia di Ricci, cioé:

(31) M =1I,p.

Cid @ conseguenza immediata delle (29) e della espres-
sione dell’invariante primo di un’omografia [Capitolo I,
form. (10)].

Ponendo w = (P — @)/ mod (P — @), la (28) diviene:

(P— @)X (P — Q)
32 —_
( ) R (P_Q)2 ?

e questa formula permette di ottenere in altro modo le
direzioni riemanniane principali, cercando precisamente le
direzioni (tangenti alla V, in Q) secondo le quali la cur-
vatura K € massima o minima.

Si ha infatti il seguente
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TrOREMA IIL. - Le direzioni secondo le quali la curva-
tura riemanniana & massima o minima sono le direzioni
riemanniaene principali, ¢ questi valori massimi e minimi
sono le curvature riemanniane principali delle V, in Q.

La dimostrazione & identica a quella del Teor. I, n. 5,
del Cap. V.

TEOREMA IV. - Se 4, ¢,, b, indicano gli angoli che il
vettore P — @ (tangente alla V, in Q) forma colle direzioni
riemanniene principali della V, in @, si ha:

(33) H=2K, cos* §, + K, cos* b, + K, cos’ {,.

La dimostrazione & la stessa di quella del Teor. II,
n. 5, del Cap. V.

La (33) & del tutto analoga alla celebre formula d’Eu-
LERO relativa alla curvatura delle sezioni normali di una
superficie dello spazio ordinario.

Cosl pure, la quadrica indicatrice della dilatazione y,
cioe la quadrica:

(P —@XyP—Q)==1,

& del tutto analoga all’indicatrice di DuPIN per le super-
ficie ordinarie, e alla quadrica gid incontrata nel n. 5 del
Cap. V; essa permette di studiare la variazione della cur-
vatura K al variare della giacitura intorno a @.

Si chiama linea principale della V, ogni curva della V,
tale che ciascuna delle sue tangenti sia una direzione rie-
manniana principale della V.

B chiaro che se il vettore umnitario » & parallelo ad
una direzione riemanniana principale, allora esso ¢ una
funzione determinata di @ e 1’equazione differenziale delle
linee principali risulta v AdQ =0.

Ad ognuna delle tre direzioni principali corrisponde
una doppia infinitd di linee principali che riempiono la
varieta V, e formano una congruenza, chiamata congruenza
principale. Fsistono quindi tre congruenze principali, ed &
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chiaro che per ogni punto della V., passano tre linee, e
¢cioé una per ciascuna congruenza, che ivi si tagliano ad
angolo retto.

Ma, in generale, non & possibile ottenere colle linee
delle tre congruenze principali un sistema triplo ortogonale
di superficie, perche, in generale, una congruenza principale
non & una congruensa normale, cioé non ammette superticie
che taglino ortogonalmente le curve di cui ¢ formata.

Si capisce perd che per particolari V, e possibile for-
mare colle tre congruenze principali un sistema triplo
ortogonale di superficie, e in tal caso si dice che la va-
rieth V, & normale.

11. Teoremi di Souvoroff e Ricci per le V,.

Supponiamo che la V, che si considera sia immersa in
uno spazio V, a quattro dimensioni, avente una curvatura
riemanniana costante Hf,, del quale spazio essa & un’iper-
superficie. Allora si puo stabilire una relazione molto sem-
plice e notevole fra I’omografia fondamentale ¢ relativa
a tale ipersuperficie e 1’omografia di Riccr; precisamente
si ha il seguente

TrOREMA 1. - I’ omografia o della V, ¢ I omografia di
Ricci sono legate dalla relazione:

(34) W :J{O + Ro.

Infatti, applicando la (15), ove a d@, 3@ possiamo sosti-
tuire due vettori «, b paralleli ad essi, e ricordando la (25),
si ottiene:

(@) W ANOY N =H,{ H(a, b) — H(b, a)} + {H(ca, ab) — H(sb,0a){;
ma da formule ben note sulle omografie ordinarie si ha:
H(a, ) — H(b, a) = H(a, b) — KH(w, ) =2VH(a, b) A =(a \D)A ,

e similmente 1’ultimo termine deila (a) vale

(ca ANab)A, cioé [Ro(a\B))A
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in virtd della (59') del Cap. I; sostituendo nella (a) si de-
duce subito la (34).

Dalla (34) si deduce I’importante proprietd seguente,
dovuta, per il caso &,=0, a SOUVOROFF e a Rrcor.

TrOREMA II. - Le tre dirvezioni riemanniane prinoipali
della V, in Q coincidono colle direzioni delle linee di cur-
vatura della V, passanti per @ e le tre curvature rieman-
niane principali K,, XK,, K, sono legate alle curvature
principali m,, m,, m, dalle formule:

(35) K, =H,+m,m,, H,=H,+mm,, H,=H,+mm,.

Infatti, le direzioni delle linee di curvatura della V,
in @ sono quelle delle direzioni unite della dilatazione o
(Oap. V, n. b) e se diciamo 4,, i,, ¢, tre vettori unitari
paralleli a tali direzioni (e quindi a due a due ortogonali)
si ha ad es:

ol, = — M,t,, 0f, = — M,i,,
da cui:

Roa(i, \E,) = (oi,) Aoi, = Mym, iy N1, == mymd,
quindi Roé, = m,mi,; dopo cid la (34) porge
pé, = (X, + m,m,)i,, e due analoghe;

queste relazioni mostrano che le direzioni unite ¢, 7,, ¢,
di o sono pure direzioni unite per la dilatazione p, ciné
sono direzioni riemanniane principali della V, in @; e
confrontandole poi con le (29) si ottengono le (35).

Dalle (35) risulta ovviamente:

(K, — )H;, — KK, — K =m*m*m =0,

percid ne segue, in particolare, il

TreoREMA 111, - In uno spazéo curvo a quattro dimen-
sioni, di curvature riemanniana costante H,, non esiste
alcuno spazio a tre dimensioni di curvatura costante minore
della curvatura &, dello spazio ambiente.
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Cosl, ad es., lo spazio euclideo S, (per il quale H,=0)
non contiene alcuno spazio pseudosferico a tre dimensioni, e
quindi a curvatura riemanniana costante negativa (Cap.IV,
n. 11). Analogamente, non esistono nell’S, euclideo spazi
subordinati V, a tre dimensioni le cui curvature rieman-
niane principali siano tutte tre negative, ovvero due posi-
tive ed una negativa.
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Applicazioni.

1. Parallelismo di Levi-Civita.

Sia V, una varietd ad n dimensioni, e diciamo C una
curva della V,, descritta dal punto variabile @.

Indichiamo poi con wu un vettore unitario, tangente
alla V, in Q e funzione di @; allora per ogni punto @
della C risulta determinato il vettore unitario 2. Se al
‘punto @ si dd uno spostamento infinitesimo arbitrario d@
lungo la curva C, il vettore w subird un certo incre-
mento du, che sard un vettore non pilt tangente, in gene-
rale, alla V,; consideriamo allora la proiezione di questo
vettore sulla V,, ciod il differenziale superficiale dyu; se
avviene che
(1) dyte =0,

si dice, con Levi-CIviTA ('), che il vettore w si & spostato
per parallelismo lungo la curva 0, che si chiama curve di
trasporto.

Se sussiste la (1) vuol dire che il vettore du & normale
alla V, in Q, percid, qualunque sia lo spostamento 3@ di ¢
sulla V,, si ha:

(2) £Q < du=0.

Se si indiea con w* il vettore w corrispondente al

() Levi-C1vita : Nozione di parallelismo in una varieta qualungue ecc.
(« Rendiconti Circolo matematico di Palermo », a. 1917); oppure: Oalcolo
differenziale assoluto, gid citato.



[Cap. VII] . 257 .
punto @ -1-d@, & chiaro che
(3) w*=u + du;

indicando con d,w la componente normale alla V, di du,
81 pud scrivere:
3" w¥ =1 A d, 1+ dyu,

e questa formula dd cid che si potrebbe chiamare sposta-
mento effettivo del vettore « lungo C.
Diremo invece che il vettore

4) Wy = U+ d, 1t

da il trasformato per parallelismo del vettore w lungo O.
Se & verificata la (1) allora le espressioni (3'), (4) coin-
cidono, cioé lo spostamento per parallelismo coincide collo
spostamento effettivo; in ogui altro caso i due spostamenti
sono diversi.
Dalle (3'), (4) risulta ancora:

(B) W, = u* — d .

Poiché w & unitario, cioé «®*=1, si ha u>du =0,
quindi, limitandoci agli infinitesimi di 1° ordine, si ha
dalla (3): w* =1; similmente, essendo X d,u=0, si
deduce dalla (4): w,* =1,

Ritornando alla condizione (1), si pud domandare se
esistono effettivamente dei vettori w tali da soddisfare alla (1).
La risposta & affermativa, ¢ per vedere questo stabiliamo
intanto il seguente

TEOREMA I. - Se un vettore w soddisfa alla (1), si ha
necessariamente :

(6) w® = costante.

Tufatti, dalla (1) si ha: wXdyu=0, ciod dn*==0,
ossia duw’® =0, da cui segue la (6).

Cio premesso, osserviamo che lungo la C il punto @ si
puo riguardare come funzione di una variabile numerica ¢

Burgatti 17
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(ad es. 1'arco), © quindi anche il vettore w risulta funzione
di ¢, e la (1) risulta un’ equazione differenziale (vettoriale)
rispetto alla variabile ¢.

Cid premesso, assegniamo ad arbitrio, in un punto ini-
ziale @, della C, il valore iniziale , del vettore u, che
dovrd soddisfare alla (6), nella quale la costante puod sup-
porsi eguale ad 1; poi integriamo la (1) colla condizione
che inizialmente I’ integrale w(?) coincida con wu,. Essendo
la (1) lineare rispetto ad 1w, si sa dalla teoria generale
delle equazioni differenziali, che tale integrale & umivooca-
mente determinato e si mantiene regolare lungo tutta Ia
curva O, soddisfacendo sempre alla (6). Percid si ha il

TporEMA II. - Se in un punto iniziale Q, della curva C
$i assegna un vettore unitario u, (tangente alla Vi), la (1)
verrd o determinare wnivocamente in ogni punto @ della
curva C un veltore w (tangente alle Va).

In tal caso il vettore ¢, viene trasportato per paralle~
lismo lungo la curva di trasporto C.

A giustificazione del nome di parallelismo adottato da
LEvVI-C1viTA, esaminiamo il caso particolare che la va-
rietd, V, sia euclidea. In tal caso i differenziali superficiall
coincidono cogli ordinari, e la (1) diviene du=0, onde
w = costante, in tutta la Vy; percid qualunque vettore
trasportato lungo un cammino arbitrario C, secondo la
legge (1), rimane sempre parallelo a se stesso nel senso
ordinario.

Si pud dimostrare che soltanto mel caso di varietd
euclidee la curva di trasporto non ha influenza sul tra-
sporto per parallelismo, e la direzione finale del vettore
trasportato dipende solo dalla direzione iniziale.

E infatti, affinche eid si verifichi, occorre che la (1)
riguardata come equazione in @ sia completamente inte-
grabile; e allora dalla (20) del Cap. III si trae che I’omo-
grafia di RIEMANN R deve essere nulla e quindi lo spazio
¢ euclideo,

Percid in ogni spazio curvo il parallelismo di LEvI-C1vITA
essenzialmente vineolato alla curva di trasporto, e il

fe-2d
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Brancar appunto lo chiama parallelismo vincolato nel senso
di LEvI-O1vira,

2. Proprieta fondamentali del parallelismo.

TeEOREMA L. - Se ¢ vettori unitari u, v (tangenti alla V,
in Q) si spostano per parallelismo lungo la curva O, il lore
angolo si mantiene costante.

Infatti, si ha, in virtd della (1):

do{te X v) =X dv + v X d,uu =0,

pereid d(w X< v) = 0, ossia u > v = costante, quindi I’angolo
di 2 con v & costante.

TrorBMA II. - Se¢ un wvettore si sposta mantenendosi
rigidamente collegato con altri vettori che si spostano per
parallelismo lungo la curva O, allora si sposta esso pure
per parallelismo lungo C.

Infatti, sia w0 un vettore unitario, tangente alla V, in @,
che sia rigidamente coliegato coi vettori unitari ,, ,..
che si spostano per parallelismo Iungo C. Si pud porre:

sey

w=mu, + mn,u, 1 ...,

ove m,, M, .., Sono convenienti numeri reali, costanti,
perchd nello spostamento per parallelismo 1’angolo di due
qualunque dei vettori unitari w, & costante per il Teor. L.
Prendendo il differenziale superficiale e ricordando la (1),
si ha dyw =0, che dimostra il teorema.

Si pud enunciare il teorema anche sotto la forma: La
stella di diregioni uscenti da Q (¢ tangenti alla V) viene
trasportata per parellelismo, lungo la curva ©, rigidamente.

TrorEMA IIIL. - Condizione necessaria e sufficiente affincheé
la direzione della tangente ad una curva O della V,, si sposti
per parallelismo lungo O & che quesia curve sia una geode-
tica della V.

Infatti, se la curva C & una geodetica, si ha {Cap. 11,
form. (20)] d,t =0, percido la (1) & verificata dal vettore i;
e viceversa.
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TgoreMA IV. - Se un vettore si sposta per parallelismo
lungo una geodetica, ¥ angolo che esso forma colla geodetica
rimane costante,

Questa proprietd & una conseguenza immediata dei
teoremi precedenti.

Ricerchiamo ora come varia angolo ¢ d’inclinazione
sulla curva O di trasporto, di un vettore w (unitario, tan-
gente alla V, in @) che si trasporta per parallelismo
lungo C. Si ha il seguente

TrEorEMA V. - Se ¢, x sono gli angoli che il wvettore e
forma colla cwrva C e colla normale principale relativa
a V, della curva C, si ha:

(7 d cos P = ¢,.-0s ¥ - ds,

ove ¢, & la curvatura geodetica relativa a V, della curva C in Q.
Infatti, si ha cos ¢ =2 >t, da cui, prendendo il diffe-
renziale superficiale:

dcos ) = d,u >t 4+ 1w > dyt;

di qui, perla (1) e 1a (7) del Cap. V, segue d cos b=, 151t 408,
che non differisce dalla (7).

Se, in particolare, la curva C & una geodetica della V,, si
ha ¢, =0, e quindi $ =cost, e cosl ritroviamo il teorema LV.

Se nella V, si considera una varietd subordinata V,,
ad m dimensioni, con 1 << m < n, e si prende sulla V,, una
curva O, allora si ha: ’

TrorEMA VI. - Se i vettori w lungo la curva C sono
gia paralleli, nel senso di Levi-Civita, rispetto allo spazio
ambiente Vy,, sono anche paralleli rispetto alla varieta su-
bordinate V..

E infatti, se i vettori w sono paralleli rispetto allo
spazio ambiente V,, il vettore de & normale alla V, in Q,
percido & pure normale alla Vy.

3. Vettori associati di Bianchi.
Sia, al solito, « un vettore unitario, tangente alla V,
in Q; se esso non si sposta per parallelismo lungo la
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curva C, allora il vettore d,u non & nullo, e Ia sua dire-
zione & chiamata dal BiaNcHI () diresione associata di
quella del vettore ¢ lungo la curva C. Se si considera un
vettore unitario v parallelo a d,u, esso si chiama wvetfore
associato di e lungo C.

Dal Teorema 1 del n. 1 risulta che ¢ vettori ussociati w, v
sono fra loro perpendicolari.

Il numero reale ¢ tale che

8) cvds = d,

ove ds & Pelemento d’arco di C, si chiama curvatura asso-
ciata della O rispetto al vettore w; se il vettore w si sposta
per parallelismo, si ha d,ue =0, quindi ¢ =0 e il vettore »
associato di ¢ risulta indeterminato.

Per la curvatura associata ¢ si pud assegnare una
espressione notevole, introducendo 1’ angolo infinitesimo dw
compreso fra la direzione del vettore w* relativo ad un
punto qualunque Q--dQ della curva C e la parallela wu,,
nel senso di Lrvi-CiviTa, alla direzione del vettore w rela-
tivo al punto @ di C infinitamente vieino al primo.

Precisamente, si ha il seguente

TEOREMA. - Il valore assoluto della curvatura associata
¢ espresso da: '

9) mod ¢ = dw/ds.

Infatti, considerando il vettore w relativo al punto ¢
di G, il vettore stesso relativo al punto infinitamente
vicino @ + dQ della C & il vettore «* dato dalla (3,
mentre il vettore wu, parallelo, secondo LEVI-CiviTa, al
vettore u, & quello espresso dalla (4); ora se costruiamo

i punti
A=0+ u*, B=0 -+ u,,

(1) BiancH1: Sul parallelismo vincolato di Levi-Civita, ece. (<« Rendi-
conto dell’ Accademia delle Scienze fisiche ¢ matematiche di Napoli»;
vol. XXVIII, a. 1922). Oppure: Biancu1, Lezioni di Geometria diffe:
renziale, gia citate, vol. IT, pag. 799,
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ove O & un punto arbitrario, e si considera il triangolo 0A4B,
nel quale, per proprietd stabilite nel n. 1, si ba 0A=0B=1,
I’angolo AOB vale dw, che pud pure ritenersi eguale al
segmento AB, ciodé a mod (1* — wy); applicando la (5) si
trae allora dw=mod d,v, e infine ricordando la (8) si
conclude subito la (9).

Se, in particolare, come vettore w si prende il vettore
unitario ¢ tangente alla curva C in @ (non geodetica),
allora, dalla (7) del Cap. V, risulta che v & diretto secondo
la normale principale relativa a V. della eurva G, e ¢
diventa la curvatura geodetica relativa a V, della curva C.

Il teorema precedente formisce allora, in particolare,
una proprietd stabilita da LiPKA, per la curvatura geode-
tiea relativa (1).

4, Congruenze geodetiche e normali.

Consideriamo una varietd V, ad n dimensioni, e suppo-
niamo che in ogni punto @ di essa sia fissata una direzione,
determinata mediante un vettore unitario w (tangente
alla V, in Q).

Consideriamo poi quelle curve della V, che sono in
ogni loro punto tangenti alla direzione prefissata di w;
esse sono definite dall’equazione differenziale:

(10) dQ = uds,

ove ds & un fattore infinitesimo di proporzionalita. Per
ogni punto della V, (o di una sua regione conveniente) passa
una ed una sola, di tali cnrve.

Un tale sistema di carve si dice congruenza di curve.

(1 Lipka: Sulla euwrvatura geodetica delle linee appartenenti ad
una varietd qualunque. («Rendiconti della R. Accademia dei Lincei »,
vol. XXXI, 1° sem. 1922). B opportuno notare che in questo articolo
la dimostrazione della proprietd accennata richiede, coi metodi ordi-
nari, ben tre pagine, piene di caleoli lunghi e complicati, mentre eoi
metodi del testo bastano poehe righe di dimostrazione!
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Se tutte le linee della congruenza sono geodetiche, si
dice che esse formano una congruenze geodetica; tali sono,
ad es., le congruenze di rette dello spazio ordinario.

Per le congruenze geodetiche si ha il seguente

TEOREMA. - Affinché la congruenza (10) sia geodetica
bisogna che il vettore w verifichi la condizione

(11) dyte = 0.

Infatti, osserviamo che dalla (10) si ha: ds=mod dQ,
quindi si pud considerare ds come elemento d’arco di una
delle curve della congruenza, e allora si ha d@/ds = n; ma
per le geodetiche di V, si ha [Cap. 1L, form. (20)] d,t=0,
pereio ne segue la (11).

Un’altra particolaritd notevole che pud presentare una
congruenza di curve & quella di essere normale, ciod di
essere costituita dalle traiettorie ortogonali di una famiglia
di ipersuperficie della Vn.

A questo proposito & utile osservare che, data una
famiglia di ipersuperficie, esiste sempre una congruenza
di enrve che tagliano ad angolo retto tutte le ipersuper-
ficie della famiglia, e che si chiamano traiettorie ortogonali
di quelle ipersuperficie, mentre invece non sempre esiste
una famiglia di ipersuperficie che taglino ad aungolo retto
tutte le curve i una congruenza,

B infatti, sia
Sf(Q) = cost

Iequazione i una generica famiglia di ipersuperficie
della V,; allora se si prende in considerazione quella che
passa per un punto regolare prefissato @, sappiamo (Cap. 11,
n. 4) che in tale punto il vettore grad, f & normale all’iper-
superficie cousiderata, e percio il vettore unitario

(12) w = grad, f/mod grad, f

determina un’ unica direzione normale all’ipersuperficie
stessa; dopo di che la (10) d& la congruenza di linee che

tagliano ortogonalmente le ipersuperficie della famiglia
considerata.
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Viceversa, data « priori una congruenza di linee per
mezzo del vettore u, funzione di @, affincheé le linee della
congruenza si possano riguardare come traiettorie ortogo-
nali di una famiglia di ipersuperficie f(Q)= cost, occorre
che il gradiente superficiale della funzione (@), @ priori inco-
gnita, verifichi 1’equazione grad,f=h#, analoga alla(12),
ove h & un fattore di proporzionalitd. non nullo, ma «
priori indeterminato. Una tale funzione f(@) non sempre
esiste; ad es., nel caso dello spazio ordinario, affinché Ia f
esista & necessario e sufficiente, com’é ben noto, (Vol. I
di questa Collezione, pag. 251) che il vettore u verifichi
la condizione w>rotw=0.

5. Ennuple di congruenze ortogonali.

Consideriamo, in una V, generica, n congruenze di
curve; in ogni punto @ di essa saranno allora dati n vet-
tori unitari, w,, w,, ..., w,, tangenti alla V, in @Q.

Supponiamo inoltre che questi vettori siano a due a due
ortogonali, cioé:

(13) upXuy=0, per h=kk ed w,*=1,

J

e allora avremo nella V, una ennupla di congruenze orto-
gonali. .

Un vettore qualunque «, tangente alla V, in @, & pie-
namente determinato dalle sue proiezioni ortogonali ¢ sui
vettori wu;,, e si ha precisamente:

V= Shch’lﬁh, ove ¢ =v X Uy.

Se, in particolare, il vettore » & il gradiente superfi-
ciale di una funzione numerica f(Q), cioé v = grad, f, allora
i coefficienti ¢, non sono altro che le derivete di f nelle
direzioni della congruenze. E infatti, chiamando s, la lun-
ghezza dell’arco della linea della congruenza tangente al
vettore w, in @, contato da un’origine arbitraria, allora,
dando al punto @ uno spostamento d@ Ilungo tale linea,
si ha per I’incremento corrispondente di f:

(14) df == grad, f><dQ;
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dividendo per ds,, il primo membro ci da, per definizione,
la derivata 9f/9s;, di f nella direzione di w,; percio:

) .
(15) e——st = grad,,j X iy,

che dimostra quanto abbiamo affermato.
Dalla (15) segue poi ovviamente:

0
(16) grad, f=>Y, ;I,j’% w,.

6. Coefficienti di rotazione di Ricei.

Nelle sue ricerche sugli spazi curvi, il Riccl si ¢ servito
spesso di certe quantitd y,z;, con 3 indici, da lui chiamate
cogfficienti di rotazione; la loro espressione analitica, coi
metodi comuni, & piuttosto complicata ('), e di non facile
interpretazione geometrica. ‘

Invece, &ssi sono suscettibili della seguente semplicis-
sima definizione geometrica:

an ons = e > ey
dalla quale discendono subito tutte le loro proprieta.
Cosi, ad es., si ha la relazione di emisimmetria (*):
(18) Yore + Yee =0, (I, k, 1=1, 2, ..., n).
Infatti, derivando le (13) nella direzione di u, si ha:

, dup oy _
(18) B, wy - 35, >y, =0,

la quale, in virth della (17), equivale alle (18).

(1) Cfr. ad es. Luvi-Civita, Oaleolo differenziale assoluto, gid citato,
pag. 287.
() Levi-Civita: Opera citata, pag. 288,
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Dalla (17) risulta che si puod scrivere:
(19) allh/asl = Ethkl?’tk -+ U,

ove U & un vettore normale alla V, in @.
Se si pope:
(20) Oty (98, == ZpYppittn,

by

& chiaro che il vettore 9,mu,/3s, non & altro che la proie-
zione ortogonale del vettore du, /9s, sullo spazio euclideo S,
tangente alla V, in @ (*), cio® & la componente tangenziale
di quest’ultimo vettore, ed & anche eguale al differenziale
superficiale d,t,, corrispondente ad uno spostamento d@
lungo la linea della congruenza avente per tangente in @
il vettore «, diviso per ds;.
Risulta poi ovviamente:
(A7) Y =a%gﬁ X Wey  Yrreds; == dptiy, Xt = duy, X Uy
Se f(Q) ¢ una funzione numerica di @, e si cousiderano
le due derivate seconde

o of 9 3f

ash 33h’ 'c’sh ask,
esse non sono, in generale, eguali come avviene negli
spazi euelidei, ma si ha invece:

2
= Z, 'a‘g(\'hlk — Tran) ).

ask ash ash ask
Infatti, dalla (15), si ha:
@ df d,grad,f

33y 08, 08y

Optp
o8x

Xy, +gradvf><

4

() Pit precisamente, essendo per la '(18), ymi==0, si tratta della
proiezione sallo spazio cuclideo, ad n — 1 dimensioni, determinato dai
Vettorl ey, g, oy Wheeyy Wypyy ey Un.

(®*) LEVI-Civira. Op. cit., pag. 290.
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od ancora, per la (16):

@ of __d, grad, f

_ _ af av "’h,
aSk aSh dQ l&kxllh'f Zlg;lllx—*‘—ask H

ora ¢ facile vedere che 1’ omografia d, grad,f/dQ é una di-
latazione, percio il primo termine del 2° membro non si
altera scambiando h con k, e allora la precedente relazione
ci da:

2 9f o of of ot awk)
e ook = B (< Gt — ),

la quale, in virtt della (17'), coincide colla (21).

7. Caso in cui upa delle congruenze dell’ennupla &
geodetica.

Supponiamo che una delle congruenze dell’ennupla sia
geodetica (n.4); si pud evidentemente sempre supporre che
questa sia la congruenza I',, determinata dal vettore wu,,.

In tal caso questo vettore deve soddisfare alla condi-
zione:

AL Xup=0, (k=1,2, ..,n);

(22) d,i, =0, da cui 3,

queste due condizioni sono equivalenti, come si scorge subito.
In virth della (17') si pud scrivere: yu,pn, =0.

In particolare, se lo spazio & euclideo, le (22) caratte-
rizzano le congruenze rettilinee.

8. Curvatura geodetica di una delle congruenze del-
P ennupla.

Tornando al caso che la congruenza I', sia una con-
gruenza generica, & facile trovare un notevole significato
geometrico per i coefficienti v,z,.

Osserviamo infatti che dalla (7) del Cap. V, si ha:

dytt, = ¢,7,d8y,,

ove ¢, & la curvatura geodetica relativa alla V,, della curva
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considerata della congruenza. Di qui, e dalla (20) risulta:
Yk == Cplly DX U, k=1,2,..,n)

la quale mostra che i coefficienti y,,ny Yuny - SONO le
proiezioni sulle linee dell’ennupla del vettore ¢,n,., diretto
secondo la normale principale relativa alla V, di una
curva della T',, e avente lunghezza eguale alla curvatura
geodetica relativa.

9. Caso in cui una delle congruenze dell’ennupla ¢
normale. '

Supponiamo che la congruenza T, sia normale. Allora
deve esistere (n. 4) una funzione f(Q) tale che:

(23) w,, = h grad, f
ove h & un fattore numerico (funzione di @). Avremo poi
dalle (13):

grad, f>; =0, (i=1,2, ..,0n—1),
che sono n — 1 equazioni differenziali alle quali deve sod-

disfare la funzione f(Q).

Prendendo la derivata della precedente nella direzione
del vettore u,, si ha:

o grad, f
08

> w; —+ grad, f>< St =0,
cioé:

q
dg;gl"fuka—i grad, f>< oy

Ora il primo termine non muta scambiando ¢ con k, perché

I’omografia d grad, f/dQ ¢& una dilatazione, percid si con-
clude:

au k

grad, f><————g1 dof>}X32, (k=12 ..,n—1).

Ma qui, in virth della (23), possiamo sostituire a grad, f
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addirittura 2,, ¢ allora ricordando la (18) si ha:

v o ou
2- ’ 7 . — n .
(23 Fr Xy 3, > uy,

od anche, in virth della (17),

Tnir == Vnkit.

Queste relazioni danno quindi le condizioni affincheé la
congruenza I',, sia normale.

Se poi tutte le congruenze dell’ennupla sono normali
{normalitd completa), si deduce molto facilmente, da quanto
precede, che tutti i coefficienti v con tre indici distinti de-
vono essere nulli.

10. Sistema canonico rispetto ad una econgruenza data.

Alcune volte avviene che fra i dati del problema che
si studia figura direttamente, o & ad essi strettamente
legata, nna congruenza di curve. In tali casi & spesso utile
associare alla data congruenza altre m — 1 congruenze di
curve, ortogonali fra loro e alla data, in guisa da poter
considerare la congruenza data come la n®i™¢ di una
ennupla di congruenze ortogonali.

B chiaro che la scelta delle n — 1 congruenze ausiliarie
della ennupla considerata, & a priori arbitraria; ma giova
sfruttare tale arbitrarvietd per introdurre qualche semplifi-
cazione. Cosi, ad es., ora faremo vedere che, data una con-
gruenza T'y, qualunque di curve, esiste sempre almeno un
sistema di n— 1 congruenge ortogonali fra loro e alla data,
in modo che siano verificate le relazioni :

(24) Ynkt ~+ Tnir = 07 (k:*:l, k, l-_-:l, 2, ooy N — 1),
cioe, per le (17),

a"au"xh‘—i—a- >ty = 0.
$;

(24)) 3
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Infatti, la (24') pud scriversi:

dy,

Q-

dyit, dy,
(dQ +K—" a0 )u,><u,,_0

uz><uk—+— dQ ey XX u, =0,

ciod:

ora, il vettore d,u,, (che & normale ad w,,) appartiene all’S,_;

euclideo determinato dai vettori w,, g, ..., w,_,, percid

si pud porre dyue, = ad@, ove « & una omografia che tra-

sforma vettori dell’S,_; in vettori dello stesso S,_;.
Potremo dunque secrivere la precedente cosl:

(o0 + Koo) ve; X< wp = 0

dove 1’omografia o -+ Ko & ovviamente una dilatazione;
talché, operando in uno spazio ad n — 1 dimensioni, essa
ammette sempre, come sappiamo, almeno un sistema din—1
direzioni unite a due a due ortogonali fra loro; orbene sce-
gliendo i vettori w,, w,, ..., 1,_, paralleli a tali direzioni,
la relazione precedente risulta evidentemente verificata,
il che prova il teorema.

Il sistema di nm — 1 congruenze soddisfacente alle (24)
si chiama sistema canonico rispetto alla congruenza data,
e le direzioni unite della dilatazione « + Ka si chiamano
direzioni canoniche.

11. Congruenze di rette nello spazio euclideo. Significato
geometrico del sistema canonico.

Fra le congruenze hanno speciale importanza le con-
gruenze di rette degli spazi euclidei, che sono anche, come
ben si comprende, le pitt facili da studiare; nello spazio
ordinario esse si presentano poi in modo del tutto naturale
in varie questioni di ottica geometrica, giacché i raggi di
un faseio di luce, in un mezzo omogeneo, formano appunto
una congruenza rettilinea.

Ora stabiliremo una notevole proprietad di tali con-
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gruenze, la quale ci condurrd ad una interpretazione geo-
metrica assai semplice del sistema canonico di congruenze.

Sia » un raggio generico della congruenza appartenente
allo spazio euclideo S,; potremo individuarlo mediante un
suo punto qualunque @ ed un vettore unitario u, paral-
lelo al raggio.

Diciamo poi £ I’iperpiano di S, normale in @ al rag-
gio 7, e sia d@ uno spostamento infinitesimo qualunque
del punto @ sull’iperpiano; allora per il punto @, = @ + d@
di ¥ passerd un certo raggio r, della congruenza, che, in
generale, non incontrerd il raggio r.

Se perd avviene che per un particolare spostamento d¢)
sopra X, il raggio #, incontra » (in un puuto proprio o
all’ infinito), eio®, pit precisamente, la minima distanza
fra » ed r, & un infinitesimo d’ordine superiore rispetto alla
distanza QQ,, allora si dice che la direzione @@, ¢ una
direzione focale della congruenza.

Si puo stabilire facilmente che esistono, in generale, al
pite n — 1 direzioni focali (reali).

Infatti, se @¢), & una direzione focale, e diciamo M il
punto d’intersezione dei raggi » ed r, si puo porre:

Q — M =zu,,

ove z & quantitd reale. Facciamo intanto vedere che dx =0;
basta osservare che: ‘

AQ=10Q, — Q=(Q, — M) — (@ — M) = du(zu,),

pereio:
dQ = dz-u, -+ xdyt,,

moltiplicando scalarmente per u,,, ed osservando che essendo
w, unitario si ha: w, > dy, =0, risulta senz’ altro: dx=0.
Ne segue: dQ = zd,w, , od anche:

(@) dyw, = ydQ, (y == 1/=).

Poichd il vettore d,u, giace sopra X, si pud porre, qua-
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lunque sia lo spostamento dQ su X:
dotty = adQ,

ove « & un’omografia che trasforma vettori di ¥ in vet-
tori pure di X, e avremo dalla (a):

adQ=ydQ;

vediamo cosl che le direzioni focali non sono altro che le
direzioni unite dell’ omografia «.

Si ha ancora (x— y)dQ =0, percid 1’omografia « —y
¢ degenere, onde si ha: '

(25) o Lici(@—9y)=0;

questa &, rispetto ad y, un’equazione di grado n — 1, del
tipo della cosidetta equazione secolare, ed ha quindi n — 1
radici fra reali, immaginarie, multiple. Ad ogni radice
corrisponde una direzione unita dQ, e quindi upa dire-
zione focale.

Giova notare che I’omografia « non &, in generale, una
dilatazione, percid le radici della (25), in generale, non
sono tatte reali (anzi potrebbero esser tutte immaginarie),
mentre se « & dilatazione, le radici, come ben sappiamo,
SONno necessariamente tutte reali.

12. Caso delle congruenze normali di raggi.

Dopo quanto precede si presenta naturale la questione
di ricercare in quale caso la omografia « risulti una dila-
tazione.

Si vede subito che ¢id0 avviene se la congruenza consi-
derata, che indicheremo con T',, & normale, e precisamente
sussiste il seguente

TEOREMA 1. - Sela congruenza T',, & normale, le direzioni
canoniche coincidono colle direzioni focali.

Infatti, associando alla I', n — 1 congruenze ortogonali
ad essa e fra loro, sussistono le (23'), che possiamo anche
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scrivere cosi:

(26) d;zn Up XUy = ddQ u;Xup (4, k=12, .., 18—1)
le quali mostrano precisamente che I’omografia « = d,u,, /dQ,
considerata nell’iperpiano %, & una dilatazione, e quindi
% + Ka = 2a; percio, da quanto si & detto in fine del n. 10,
si conclude il teorema.

Abbiamo cosl I’ interpretazione geometrica delle direzioni
canoniche, e inoltre vediamo che, nel caso in esame, le
direzioni focali sono sempre reali, in generale ben deter-
minate, e mutuamente ortogonali.

Osserviamo ancora che, essendo la I', una congruenza
normale, esiste (per definizione) nna famiglia di ipersuper-
ficie f(@)= cost, che sono tagliate ortogonalmente dalle
rette della congruenza. Queste rette sono pertanto le nor-
mali comuni a tutte le ipersuperficie della famiglia.

Chiamando % una di queste ipersuperficie, si pud sta-
bilire il seguente

TEOREMA II. - Le direzioni focali passanti per ogni
punto @ dell’ ipersuperficie T non sono altro che le direzioni
tangenti alle linee di curvatura di X passanti per Q.

Infatti, se si considerano, per ogni punto @ di Z,le n —1
direzioni focali, ne risultano definite sulla X altrettante
congruenze di curve mutuamente ortogonali. Tali curve
non sono altro che le linee di curvature dell’ipersuperficie X,
perché il vettore w, & identico al vettore unitario N nor-
male a I, percid I’omografia « coincide coll’ omografia fon-
damentale ¢ =d,N/dQ delle ipersuperficie, le cui dire-
zioni unite sono appunto tangenti alle linee di curvatura
(Cap. V, n. 6).

Se invece la congruenza I', non & normale, le direzioni
focali in un punto generico ¢ di un raggio » sono, come
abbiamo visto, in generale distinte dalle direzioni canoniche.

13. I simboli a gquattro indici di Ricei.

Per mezzo dei coefficienti di rotazione v, che abbiamo
considerato nel n. 6, il Ricct ha introdotto dei simboli a
Burgatti 18
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quattro indici yy;, nx, che sono legati ai coefficienti di ro-
tazione da certe.relazioni differenziali, assai complicate ().

Noi qui introdurremo, senza farne uso, questi simboli
a quattro indiei per tutt’altra via, e in modo estremamente
semplice, ricorrendo all’omografia di R1EMANN.

Siano percid, come nel n. B, w,, ¥,, ..., U, vettori
_ unitari, tangenti alla V, in @, e a due a due ortogonali;
allora definiremo ¢ simboli di Ricci a quattro indici ponendo:

(27) Yij, ne = Ruee, Xy, (i b E=1,2,...,0),

ovvero, per la (25):
, dy*u do*t
(27 ) Yij, nk = (W’l@tju‘ sz u@uJ)Xuk.

Di qui, e dalle proprietd dell’omografia & stabilite nel
n. 6 del Cap. III, si trae subito:

Yij, nk ==— Y, nky Yif, bt == — Yif, khs
Y, ne = Yin, 0+ Yieosn =05 Yig, 02 = Ynr, 45+

L’identitd di BiaxcHI relativa alla & (Cap. IIL, n. 7)
fornisce una relazione, che non stiamo a scrivere, fra le
derivate dei simboli a quattro indici di Rxocr.

Considerando il vettore dell’omografia &, ciod I’ omo-
grafia $ =v&, che & una dilatazione (Cap. III, n. 8), s
trova subito che

q)ui Xty = Eerir, L) qu) = ziz“rYiy', ris

e considerando I’omografia di gravitazione 0=¢ — I,4/2
(Cap. III, n. 10), le formule ora trovate danno immedia-
tamente il valore di Be,; >< w; mediante le y a 4 indici.

(1) Cfr. ad es. Riccr: Dei sistemi di congruenze ortogonali in una
varietd qualunque. (« Memorie R. Accademia Lincei », a. 1896).
Levi Crvira: Oalcolo differensiale assoluto, pag. 295.
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Un’altra proprieta molto notevole dei simboli vy & la
seguente: :

TrEOREMA. - La curvatura riemanniana della V, in Q
secondo la giacitura determinata dai vettori w,, w; vale vy, ;.

Infatti, applicando la (7) del Cap. IV si conclude
che la curvatura ora considerata vale semplicemente (es-
sendo w;, w; unitari e ortogonali) R, X< 15, ciod, per
la (27), vy, -

Questa proprietd fornisce un’interpretazione geometrica
molto semplice dei simboli v, ;.

Facciamo ora vedere come dalla (27) si ricavi facilmente
I’ espressione assunta dal Rrcor come definizione di v,;, .

La (17) puo seriversi:

u.
“ ey X Uy

dy
(28) Yijh = W

da cui, prendendo il differenziale superficiale:

dou; dyre,

’i‘{e_;'n—( 10 )MhX + dQ (I ot X ;-4 IQ wy X dyrey .

Supponiamo ora che il differenziale superficiale considerato
sia quello che corrisponde ad uno spostamento dQ parallelo
al vettore w;, e poniamo ds; = mod d@Q; avremo cosi, ricor-
dando la seconda delle (17'):
N :
dyrry, = Zpdgrty, X Uy 00y == Zyyp it dsy,
1

ne segue:

Ay, dyu;
aaq — Qorty X1y = Zthl"(;—Q lng"jdsk =2,Ymk Yijr d3x,

(Ivlli

aQ

e sostitnendo:

dyu;
oty == ZZYJ 7 de* W X dsy= Zz Yin Yin 8%

v ijn ——(111; a0 ) Uy X u; -+ Zl(thkY@jl “+ Y Yin) A8,
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da cui:

d,>u o
th' Uy Uy XUy —%‘j‘h - Zl(Yhthm —+ Vi Tan)s

scambiando h con % risulta:

_90
dQ‘ 21y 1y X< Uy (M - Z, (Yan Yije =+ Yjn Vi)

sottraendo dalla precedente e ricordando le (27'), (18) si
ottiene:

A s
(29) th,zj—%m g8;k+2l Yijo (Yo —Yann) = Y1in Yoin — Yuin Tojnt

e poich®, come si 0SServo, Ynx, ; = Y:j, nx, questa espressione
coincide colla definizione del Ricor.

14. L’ omografia di rotazione.

I coefficienti di fotazione y,,, di Kiccr, ove h, k, I assu-
mono i valori 1, 2, ..., n, determinano cido che, colle trat-
tazioni comuni cartesiane, si chiama tensore triplo, e che
corrisponde alle nostre omografie di 2° ordine. Ora vogliamo
esaminare brevemente la natura di questa omografia.

Sia @, un punto della V, e diciamo a,, a,, ...., a, dei
vettori unitari e a due a due ortogonali, tangenti alle linee
della ennupla di congruenze ortogonali passanti per Q,.
BEsistera allora un’isomeria vettoriale A tale che:

(30) 1y = A, (h=1, 2, ..., n);

tenendo @, fisso sulla V, e @ variabile, saranno fissi pure
i vettori @, quindi I’isomeria A risulterd funzione di Q.
Ne segue:

dotty, == doh - ay,

ma, essendo A isomeria, si ha Ki.A=21KX=1, percid
dalla (30) risulta: a, = Klu,;, e sostituendo:

s dptey, = doh Ky s
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siccome

30 dgh KX = — A KA,
ponendo

(32) . Q,=— A, K)A/dQ,
si ha

(33) douy, = Q,dQu,, .

Supponendo d@Q =, ds, ne segue:
oty |08, = Qe 1,
da cui, ricordando la (17'):

(34:) Yhrt = Qeuluh Xy,

Vediamo cosi che i coefficienti di rotazione provengono
dalla omografia di 2° ordine Q, definita dalla (32), che pud
percid chiamarsi omografia di rotazione.

HEssa gode della proprieta

KSZ? ::—Qz,

che & immediata conseguenza della (18'), od anche della (31).
Se si pone:
c=ve,,

¢ chiaro che ¢ & un vettore ben determinato, e le sue pro-
iezioni sui vettori w, tangenti alle linee della ennupla di
congruenze si possono interpretare come curvature medie (!).

[’ omografia di RIEMANN pud esprimersi mediaunte la 2,
o la Q,, colle formule:

R=—(k*— DA—

gi:(k*——l);dg

d,"K2
dQ* "’

+ k(kQ,-Q,) %,

(*) Levi-Civita: Vereinfachte Hevstellung der FEinsteinschen einheit-
lichen Feldgleichungen, (Preussischen Akademie der Wissenschaften,
Berlin, a. 1929).
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delle quali non abbiamo occasione di valerci, e la cui dimo-
strazione lasciamo al lettore. La seconda di queste, equivale
alle formule (29).

15. Spazio euclideo rappresentativo.

Consideriamo, oltre alla solita varietd V, descritta dal
punto Q(q,, ¢,y ..., gn), il lnogo dei punti P di uno spazio
euclideo S,, definiti da

(35) P=04¢i, + g8, + oo + guln,

ove O & un punto fisso di 8, ed ¢,, 4,, ...., 7, sono vettori
di un sistema unitario ortogonale di riferimento in S,.

E chiaro che ad ogni punto @ della V, la (35) fa cor-
rispondere un punto P di S, e alla V, corrisponde una
certa regione E, di S,; supporremo inoltre che, viceversa,
ad ogni punto di E, corrisponda un determinato punto
della V,, in guisa dunque che si avrd una corrispondenza
biunivoca fra i punti @ della V, ed i punti P di E,.

Diremo allora che E, & lo spazio euclideo rappresentativo
della varieta V,.

Ad ogni spostamento d@ del punto @ sulla V, corri-
sponde uno spostamento dP del punto P in S,, e viceversa.

Poiché il punto @ si pud rignardare come funzione di P,
¢ chiaro che I’omografia § che risulta definita ponendo:

(36) dQ =BdP, ciod B=dQ/dP,

¢ pure una funzione ben determinata di P.
Dalle (35), (36) segue ovviamente:

(37) opP/oq, =1,, Bi,.=23Q/dq,, (r=1,2,...,n),
percio dalla (8) del Cap. I si trae:

—am (%€ 9@ 9@
Lf = am (aqi’ o, " aq,,)’

e poiché il secondo membro non & nullo (Cap. IL, n. 1) ne
segue che I’ omografia § non ¢ degenere, quindi & invertibile.
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I’elemento lineare ds della V, si calcola mediante la

ds* = dQ X< dQ = 2” %Q Xaiq@ dq, dq,.
la quale, ponendo
_ %9, %9
(38) Qyy = 34, > 3,
si serive:
(39) ds* = 2, 0y g, dg;.

In virtd della (36) si ha ancora:
(39) ds* =BdP>X BdP=dP>XKf-3dP=dPX ad P,

ove si & posto:
(40) a=K3-5. (M

I’ omografia « ¢ evidentemente una dilatazione, ed &
uw’ omografia non degenere, perché dalle (16), (23) del
Cap. I si ha: I« =(I.$)* 5= 0. Inoltre, ricordando le (37),
(40), 1a (38) porge subito:

(38) @y — 1. X atdg,

quindi la matrice della dilatazione o ha per elementi i
coefficienti «,, della forma differenziale quadratica (39). E
siccome, coi metodi ordinari, si dice che i coefficienti @,
determinano la metrica della V,, vediamo che tale metrica
¢ pienamente determinata dalla dilatazione a.

Risulta pure che di metriche siffatte ve ne sono infinite,
perché ve ne & una per ogni scelta delle variabili indipen-
denti g,, ¢,, -, g, ci0® per ciascuna §, ossia per ogni
corrispondenza fra la varietd V, e le regioni dello spazio
euclideo S,.

(*) Nell’opera Espaces courbes le precedenti formule (36), (40) rap-
presentano il punto di partenza della rappresentazione euclidea della
varietd considerata. Giova rilevare che il procedimento adoperato im
tale opera & del tutto assoluto,
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Coi metodi ordinari si considerano, oltre agli elementi a,.,,
i loro complementi algebrici nella matrice di «, divisi per
il valore del determinante di «, quantitd che si indicano
con a™, e che non sono altro che gli elementi della ma-
trice della dilatazione a—!, percid si ha:

a” =14, X a ', =1, X BKBti, =K, X Kf—44,.

Ora si ha, da formule note e dalla (35):
(41) KB, =K¢ Qz,.__.grad.,[P 0)Xi,]=grad,q,,

quindi in definitiva:
(42) a” = grad,q, X grad, q,.

I1 vettore grad,q, si pud esprimere mediante i vet-
tori 8Q/3q,, 9Q/3q,, ... ed & facile vedere che si ha ad es.:

. 230 39 2Q\, (39 39 3@\
43) g‘a“”q‘“E(aq;aq "@)“"“‘(a‘i’eqz gL

basta, infatti, moltiplicare scalarmente i due membri per
99/3q,., ove r=1,2, ..., n.
Analogamente, si verifica subito che si ha, ad es.:

(43) Q — E(grad, g¢,, grad, ¢;, ..., grad, ¢,,)
g, am(grad, q,, grad, ¢,, ..., grad, q,,) ’

basta, infatti, moltiplicare scalarmente i due membri per
grad, q,, ove r =1, 2, ..., n.

16. L’omografia di Christoffel.

La cerivata d8/dP & un’ omografia di 2° ordine, fuun-
zione di P, e ponendo:

(44) A, = B~dB/dP,

la X, & pure un’omografia di 2° ordine, che riassume i
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simboli di CHRISTOFFEL a 3 indici, di seconda specie; si
ha infatti (Espaces, pag. 101):.

(45) T =<

ove ( ; $ é, colle notazioni abituali, un simbolo di CHRI-

STOFFEL a 3 indici di seconda specie.

L’omografia di 2° ordine A, verrd chiamata omografia
di Christoffel.

La proprietd kX, =1, che si deduce subito dalla (44)
(Espaces, pag. 62), equivale alla proprietd ordinaria

rs
t

___gs”‘

Per i simboli di CaERISTOFFEL a 3 indiei, di prima spe-
cie, si ha invece:

(45) [ "t"} = add,d, X< 4.

Come ben si vede la (45) ha forma del tutto analoga
alla (33).

Possiamo porre le (45'), (45) sotto una forma notevole,
che fornisce un’interpretazione geometrica molto semplice
dei simboli di OBRISTOFFEL a 3 indiei.

Ricordando le (40), (44) si pud scrivere la (45') cosi:

R P .
l"tﬂ] = KB-BA,i, 4, XQ; =;i%ir’s X B, =

93 Bis)

' o X Bl =—

X By,

cioé, per la (37):

, rs]__ 3,°Q _ 9@
45 [ t 1—9qraqsx5q7
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Analogamente, si ha dalla (45):
rs ., . . —1y
; i=>\°l 4, thzﬁ)\?z.z,XKﬁ ip=

@B
—dp”

bt X Rt = LR
od ancora, per le (37), (41):
r s{ O’ Q
(45,) 1 ¢ | = 3.0, X gradyq;.
Le (45',), (456,) mostrano (cfr. il seguente n. 18) che i

simboli {T ts]’ rts non sono altro che le componeati cova-
C o . . % Q
rianti e contravarianti della derivata superficiale 30,34,
r $

19. I’ omografia di Riemann dello spazio rappresentativo.
Se si considera I’omografia di 3° ordine 1; definita da:

Ay =B7H(d2,/aP),

allora i simboli di RIEMANN a 4 indici, di seconda specie
e di prima specie, si possono esprimere rispettivamente
cosl (Espaces, pag. 102);

{hik, rs} = (K* — 1) X850, X< iy,

(46) (hk, rs) = (k* — 1)ad,i,i,&;, X< i}.

Considerando poi tre spostamenti d@, 3@, d'Q del punto @
sulla V,, e i corrispondenti spostamenti dP, 3P, &' P nello
spazio rappresentativo, si ha (Espaces, pag. 70):

3dd'Q — d3d Q= B(k* — 1)\, dP3Pd'P,

in cui il primo membro vale RdQ3Qd'Q. Ne segue tosto
(Espaces, pag. T1):

RAQ3QA'Q < ¥'Q = (k* — 1)ak, d PEPI' P> 3P,
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e se si pone
(47) Rs = (k¥ — Dad,,

la &s pud chiamarsi omografia di Riemann dello spagio
rappresentativo S,, e si ha:

(48) RAQSQLQ < §Q = RsdPSPA'P X &' P.

Di qui risulta che tutte le proprietd stabilite nel Cap. I1X
per I’omografia & valgono pure per la &s.
Dalle (46), (47) si deduce poi:

(49) (3j, hrk) = as (';hik,ii >< 'ij == QLRSiiijih >< ik,

la quale formula & del tutto analoga alla (27) relativa ai
simboli di Rrco1 a 4 indiei. '

Occorre perd rilevare che, mentre i simboli di Ricor
sono indipendenti dalla metrica della V., e quindi somno,
in sostanza, elementi intrinseci della- V,, i simboli di
RIEMANN, invece, dipendono essenzialmente dalla metrica
della V,, e percid non sono simboli intrinseci della Vn.

0id risulta anche dalle seguenti considerazioni. La (48),
tenendo conto della prima delle (37), pud seriversi:
g9 9@ %9 09

X T — as iiijih >< ik 5

48’ — =
(48) g, 9q; 9qn o¢xr

e ponendo, in generale: ’

(50) 0Q/3q; = v,

si ha dalle (49), (48'):

(61) (44, hk) = Rv;v;0p X Vg,

‘che ha la stessa forma della (27) relativa a y.j na, salvo
che nella (27) i vettori « sono unitari e & due a due orto-
gounali, mentre invece nella (51) i vettori v non sono in
generale né unitari, né ortogonali, come risulta dalle (50);
questi vettori » dipendono dalla scelta delle variabili indi-
pendenti ¢, mentre i vettori @ non ne dipendono affatto.



284 [Cap. VI

18. Componenti covarianti e contravarianti di un vettore.
Derivate covarianti.

Sia @ un vettore tangente alla V, in Q; si chiamano
componenti covarianti del vettore w certe espressioni u, che
ridotte a forma vettoriale possono esprimersi cosi:

(62) u; = u X< 9Q/%q,,

e si chiamano invece componenti contravarianti di w le
espressioni:

(53) u! = wu X grad, ¢;.
Da queste relazioni si trae tosto:
(53" w=3Zu, grad, ¢; = Z,u! 3Q/3q,,

come si riconosce moltiplicando scalarmente per 3Q/dq,.,
ovvero per grad, ¢,.

Come ben si vede, queste componenti covarianti e con-
travarianti sono del tutto inutili, perchd in una trattazione
veramente assoluta degli spazi curvi si pud operare diret-
tamente sul vettore u, e non sulle sue componenti, come
¢ ampiamente dimostrato dagli sviluppi esposti nei eapitoli
precedenti.

Considerando le componenti covarianti u, del vettore ,
il suo sistema derivato covariante, che si indica con wu;
& definito da ()

(54) u,»,k—— Zj“’"{u,j;

cerchiamo 1’espressione vettoriale di w;,; dalle (52), (45,)
risulta:

O 90 05" Q
u"”‘—ﬁq (uxaq) anaq > grad, q.,--u{,

(") Levi-CiviTa: Oaleolo differenziale assoluto, pag. 168.
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ma applicando la (53') si vede che quest’ultima X vale

2,°Q
3q,9qx X ",
percio si ha semplicemente:
oY
55 = 2 9
( ) ik aq aq‘

e confrontando colla (52) si conclude che la derivata cova-
riante della componente covariante w; del vettore w non é
altro che la componente covariante del vettore 0,u/9qx (che
¢ la derivata superficiale di w rispetto alla variabile qy).

Si vede, ovviamente, che I’espressione vettoriale (55)
¢ assai pitt semplice ed espressiva che non la (54); essa si
pud immaginare ottenuta derivando la (52) rispetto a ¢z e
rignardando 9Q/d¢; come costante.

Dalia (55) si ha ancora:

, dyte 9@
5%) 0= G o s
la quale mostra che le derivate covarianti di u, sono tutte
date dalla omografia ordinaria d,u/d@.

Analogamente, considerando le componenti contrava-
rianti u¢ del vettore w, il suo sistema derivato covariante,
che si indica con wf, & definito da

Jut (G k)
i, — : Je
(b6) u]k_aqk+ ZJE i ‘lu,
cerchiamo 1’espressione vettoriale di u?,; dalle (53), (45,)
risulta
% Q
|k_-——(u><g1ad q:) +Z Xgrad g,

ma & chiaro che

% 0 s grad, i
> grad, ¢; = TR ( ;? < grad, q)—%x Lgaqk & _

3@ _ dvgradyy;
3, o
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quindi, ricordando la (53'), si ha:

(e X< grad, q;) dpgrad, q;
[Ap— — —_ 1
Yy = 0 X< T

’

cioé, pitt semplicemente :

(67) ut = %’—lf > grad, ¢,
qn

e confrontando colla (53) si conclude che la derivata cova-
riante della componente contravariante u' del vettore u non
& altro che la componente contravariante del vettore d,u/dqy.

Anche qui si vede che I’espressione vettoriale (57) & assai
pilt semplice ed espressiva che non la (56); essa si puo
immaginare ottenuta dalla (53) derivando rispetto a ¢, e
riguardando grad, g; come costante,

Dalla (57) si ha ancora:

(T Wi = e X grad g,
la quale mostra che le dervivate covarianti di u!sono tutte
date dalla omografia ordinaria dyu/dQ, che gia si presenta
nella (55",

Dalle (55), (57) risulta che se il vettore w si sposta per
parallelismo lungo una curva della V, per la quale tutte
le ¢, tranne la ke¥¥™% sono costanti, le derivate covarianti
di u, e di ! sono nulle, perché lungo tale curva si ha
{n. 1) dyre =0.

Oltre alle derivate covarianti definite dalle (54), (56), si
considerano, coi metodi ordinari, le derivate confravarianti (*)
degli stessi enti u;, uf, le quali si riducono a forma vet-
toriale assoluta collo stesso procedimento dianzi adoperato
per le (54) e (56); ma di questo perd facciamo grazia al
lettore intelligente, il quale, dall’esame delle (55), (57') pud

(1) Cfr. LEVI-C1VITA: Opef'a citata, pag. 170,
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gia concludere per la completa inutilith delle derivate
covarianti e contravarianti (gid dimostrata, del resto, in
Espaces, pag. 76-106), perche invece di esse basta conside-
rare, pit semplicemente, la derivata superficiale dy/d@Q del
vettore tangenziale .

In particolare, se f & una funzione numerica del punto @
della V,, e si pone w=grad, f, le derivate seconde cova-
rianti fi; si calcolano mediante le (55), (55') e si ha:

dograd, f_ 9@ dvgl‘advfaQX Q.
3 3. 4@ 3gx %q.

di qui & facile dedurre che f,;, = fx, e inoltre che
ZinSix dg; ko =d, grad, f X< d@,

percio I’omografia che determina le f;; & la d, grad, f/ dQ,
la quale & una dilatazione.

Ja=—"—"

19. Derivate covarianti e contravarianti delle componenti
di un’omografia. '

Per comoditd di confronto cogli ordinari metodi, daremo
il risultato della riduzione a forma vettoriale delle deri-
vate covarianti e contravarianti delle componenti covarianti,
contravarianti e miste di un’omografia ordinaria &, che
trasforma vettori tangenti alla V, in @, in vettori pure
tangenti alla V, in @.

Le componenti covarianti, contravarianti e miste del-
I’omografia § sono espresse da:

E=E22 5 39

[ 7 J— .
aql aqk’ E -E’gra‘dUQ( XgladUQIH

aQ
k__F YV b
E’L E e . >< gr“’dv qk’

ove, come ben si vede, ad ogni indice r in basso della §
nel primo membro, corrisponde nel secondo membro il
vettore 3Q/3¢,, mentre ad ogni indice r in alto corrisponde
nel secondo membro il vettore grad,q,.
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Per le derivate covarianti e contravarianti delle prece-
denti espressioni si ha:

) (k1
sgik”—% Zul thc ggija

(& __d.£3Q3Q  3Q
*I 1Q 3,09, 3

— o o Q. 9
gik”—Zhahl51k1h=(‘laglad'v%aq Xa&;‘
[ ok Jt) ., GV i

gikll—a—ql-i-zj% i E"k—i—zj% % &Y,

* d ﬁaQ
Etk,, = lQ 3q, grad, ¢; X< grad, q;.

Eikll — Zhahlgiklh = ‘ggradv q; grad, ¢; X< grad, ¢y.

El Ilz*_z ~zl$§]

d.£3Q 3¢
k
§* = 0 3q,3 Xglad 9% -

J l; p
k &)

df oQ o
ErIl = Zha’”ﬁi"m =10 grad, qla?;x grad, g .

Queste formule mostrano, all’evidenza, la maggiore sem-
plicitd e simmetria delle forme vettoriali rispetto a quelle
colle coordinate. Da esse risulta poi che ad ogni indice »
in basso, o in alto, della & nel primo membro, corrisponde
nell’ espressione vettoriale il vettore 9Q/dq,., oppure il vet-
tore grad, g,.

Questa semplicissima osservazione permette di serivere
senz’altro tutte le derivate covarianti e contravarianti delle
varie componenti dell’omografia £. Queste varie derivate
sono, in sostanza futte riassunte dall’omografia di 2° or-
dine d.£/dQ, che, una volta conosciuta, fornisce immedia-
tamente tutte le derivate covarianti e controvarianti con-
siderate.

Se, in particolare, I’omografia £ & 1'identitd, le formule
vettoriali precedenti mostrano ovviamente che le derivate
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covarianti e contravarianti delle €, e Ei* sono identica-
mente nulle; ma in virth delle (38), (42) le £, e E¥* non

sono altro che le e, ed a'*, percid si ottengono, senza
alcun ecaleolo, i noti lemmi di Rroot.

Si sogliono anche considerare le derivate covarianti e
contravarianti delle componenti di una iperomografia, ma
data la loro inutilitdh non ce ne occupiamo affatto.

Piuttosto termineremo col dare ancora alcune importanti
formule, di facile dimostrazione.

Se € e p, sono, rispettivamente, un’omografia ordinaria
e un’omografia di 2° ordine, che trasformano vettori, o
coppie di vettori, tangenti alla V, in @, in vettori tangenti
alla V, in @, si ha:
IE—Z‘ Xgrad 9,
SQ
Vi = ).t 3, 1800 4,

dalle quali, supposto &=d,u/dQ, e p, = dE/dQ, ove u &
un vettore tangente alla V, in @, risulta:

divou = Zl%f > grad, gq,,

%
grad, € =Y, 37:: grad, ¢;;

se infine si pone u = grad, f, ove f & una funzione nume-
rica di @, ne segue:

div, grad, f= ), agr—(?dwfx grad, ¢;;

il 1° membro, che si indica anche con A,f, si chiama pa-
rametro differenziale secondo di f, sulla varietd V,.

Burgatti ’ 19
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Carirono 1.

Sistemi lineari di formazioni geometriche.

1. Sistemi lineari ad una dimensione ().

I sistemi lineari ad una dimensione sono i seguenti:

Le F,, non nulle, aventi per posizione uno stesso punto
protettivo; ‘

Le F,, non nulle, ad invariante nullo (ciodé le F.F,,
vale a dire i prodotti alternati di due F,), aventi per
posizione una stessa retta proiettiva;

Le F,, non nulle, aventi per posizione uno stesso ptano
progettivo (*).

Se @ & un elemento, non nullo, di un sistema lineare
ad una dimensione, allora: futti e soli gli elementi del
sistema sono dati da ma, ove m varia in tutto i campo
dei numerd reali relativi.

Se a, b sono elementi di un sistema lineare ad una
dimensione e a =0, allora: esiste un solo numero reale rela-
tivo m tale che b=m«. Questo numero m pud essere indicato,

. . b .
come in Algebra, con la notazione b/a, ovvero L In altri

termini le due relazioni

b==ma, bla=m

(1) Cfr. Prefazione (parte terza) per cid che riguarda le jformasioni
geometriche, ¢ i1 Vol. I di A. V. G. (Introduzione) per i sistemi lineari

(3 In particolare; per le F, i vettori di data direzione, ciod i vetiori
paralleli ad una vetta proietiiva con punti propri; per le Fy i bivettori
di data giacitura, ciod i bivettori paralleli ad un piano proiettivo con
punti propri; per le ¥y i trivettori, ciascuno dei quali ha per posizione
il piane all infinito.
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esprimono, sotto forma diversa, la stessa cosa. Da cido che
precede risulta che b/a & un numero reale relativo univo-
camente determinato ().

2. Sistemi lineari a quattro dimensioni.

Le F, e le F, formano i soli due sistemi lineari di F
a quattro dimensioni.

Siano 4,, A,, 4., A, rispettivamente, delle F di spe-
cie r, s, t, w con r, s, t, u=1, 2, 3.

Per il prodotto alternate (progressivo o regressivo) di
due F si ha:

A,4,8uwnaF, ounaF, ,_, secondochd r +3s=4,07r+s8> 4;

ArAs =(— 1),‘sAsAr§
valgono le ordinarie proprietd algebriche, ecc.

Per il prodotto alternato di tre F (4,, 4,, 4,) vale la
proprietd associativa solo per r 4 s—+t=3, 4, 8, 9; negli
altri casi no. Si ha:

Perr+s+¢=3,4,89, A,4,-4,=A,-A, A, =4,4,4,
Per r4-s+1=5,1, A A, A, —

(—1)*"4, A4 Ay — (—1)" A, A4,- A
A A, Ay=A A, A— (—1)'4,4,- A,

Perr4-s+t=6
purché non sia r=s=¢’
Per il prodotto alternato di quattro F si applicano

(*) In particolare, peryi trivetiori, c¢i sard utile, per le questioni
metricke, indicare con Q il trivettore unitario e porre ancora w =462 e
quindi, per P punto proprio si ha:

PQ==1/6, Pu=1.

Si noti quanto segue. Se 8, s, ¢ sono, rispettivamente, delle ¥, F,, F,,
allora:
Sw, sw, ow

(prodotti alternati, progressivo il primo, regressivi gli altri due), danno,
la massa di 8, il vettore @i s, il bivettore di o. La posizione di S & punto
proprio o punto all’ infinito, secondoché Sw==0, 0 Sw=10; se ss =0 la
posizione di s & retla con punti propri, o retta all’ infinito secondoche
5930, 0 sw==0; la posizione di s & un piano con punti propri, o il
piano all infinito sccondo che sw= 0, 0 ow ==0.

r
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le (2), (3), (4) secondo la scomposizione in fattori. La pro-
prietd associativa si ha per r+s—+t+u=4,12 e in fal
caso A,A,4,4, & una F,, ciod® un numero reale relativo.

In particolare si noti che: i prodotti abe, variando a, b, ¢
nel campo delle F,, od F,, danno il completo sistema lineare
delle F,, od F,.

Vale la legge di dualita nello spazio per le F. Da ogni
proprietd delle F che si possa esprimere legando queste con
le sole operazioni somma, prodotto per un numero, prodotto
alternato, se ne ottiene wn’ altra cambiando le ¥, F,, F, F,,
rispettivamente, nelle ¥, F,, F,, F,. Per le posizioni delle F
si ha I’ ordinario principio di dualita nello spasio per gli
enti proiettivi (si cambia punto in piano, piano in punto,
retta in retta) (*).

3. Sistemi lineari a tre dimensioni.

Se ¢ & una F,, non nulla,
chiamiamo: strate di F,,
avente ¢ per sostegno, il si-
stema delle F,, 4, tali che
Ao=0;strato di F,,avente s
per sostegno, il sistema delle
F,, a, tali che ac =0 (*).

Se § & una F,, non nulla,
chiamiamo: stella di F,,
avente S per sostegno, il si-
stema delle F,, «, tali che
@8 =0; stella di F,, avente §
per sostegno, il sistema delle
F,, a, tali che a8 =0.

Gli strati di F,, o F,, e le stelle di F,, o F,, danno
tutti e soli i sistemi lineari a tre dimensioni i F,, F, ad

{*) Come casi particolari delle (1)-(4) sono praticamente utili le se-
guenti, nelle quali 4,B O sono F,, «, B,y sono F,, a & una F, (le for-
mule a destra corrispondono per dualithd a quelle a sinistra):

ABC & una F,,
AB.a= Aa+B— Ba- A,

ABC.-a=BCa-A+ CAa-B-+ ABa-0,
ABC-a==Ax- BC + Bx- CA+4 Ox- A B,

afy € una F;
aBed=ud.-§—BA-x
apy-a=pya-a-+yaa-f-+oafa.y
aBy A =ad By +BA - ya+yvd ab.

(?) Tanto a sinistra quanto a destra & inutile porre la condi-
zione aa =0 (a & ad invariante nullo), perche, ad es,, as-a=aa.-0c—0oa-a,
cioé 2a0.a =aa.c e quindi dn as = 0 segue aa = 0, perché o==0.
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invariante nullo, F,; strati e stelle si corrispondono nel
principio di dunalitd generale nello spazio *).

a) La F,, o, & sostegno di
due strati, uno di F, e I’ altro
di F,; strati sovrapposti.

I7ordinario prodotto al-
ternato (progressivo) di due
F, dello strato s & una F,
dello strato o; il prodotto di
una F, per una F, dello stra-
to ¢ & un multiplo di o.

La F,, 8, & sostegno di
due stelle, una di F, e I’altra
di F,; stelle sovrapposte.

L’ordinario prodotto al-
ternato (regressivo) di due F,
della stella § & una F, della
stella §; il prodotto di una
F, per una F, della stella §
é un multiplo di S.

11 prodotto alternato progressivo di due F, a, b, di uno
strato o di una stella & sempre nullo.
E importante definire un nuovo prodotto alternato regres-

sivo di @ per b, tanto nello strato quanto nella stella, che
indicheremo brevemente con ab (senza pericolo di equivoci
finché si opera nunicamente sullo strato o stella) in modo che:

ab sia una F, giacente
tanto in ¢ quanto in b, cioé
avente per posizione il pun-
to proiettivo che sta sulle
rette a, b.

Raggiungiamo tale scopo
ponendo:

: 1
(1) ab = s
ove M ¢ una F, arbitraria
ma tale che Mo==0.

Ma-b

ab sia una F, che passa
tanto per @ quanto per b,
ciod avente per posizione il
piano proiettivo che contiene
le rette a, b.

Raggiungiamo tale scopo
pouendo:

1
(1) ab_—p.—S pa-b

ove p & una F, arbitraria
ma tale che pS==0 (*).

(*) Le posizioni delle F,, o F; dello strato di sostegno o,s0no i punti

proiettivi, o le rette proiettive del piano posit o. Dualmente per le stelle, La
parola strato sta al posto dell’ ordinario, piano punteggiato, o piano rigato.

Si noti che le F, generali dello spazio formano un sistema lineare
a sei dimensioni (rappresentano sistemi di forze applicate ad un corpo
rigido); quelle ad invariante nullo non formano un sistema lineare, salvo
il caso che appartengano ad uno strato o ad una stella.

(*) 8i ha (a sinistra) che Ma-b ha per posizione il punto comune al
piano Ma e alla retta b, ciod il punto comune alle rette a, b, che &
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Giova osservare che:

se A,B sonoF, eda éuna | = se a, B sono Fyed aé una
F, degli strati o, allora: F, delle stelle S, allora:
@ 4Ba=25-B4 | @ pa=tp-Fa.

Si noti pure che, tanto per lo strato quanto per la
stella, si ha:
3 ab = — ba [cfr. la (6) piti generale] (*).

Quando si operi soltanto in uno strato 5 di F, e F,,
e in una stelle 8§ di F, e F,, allora si puo sottintendere,
ma non sopprimere, il divisore o, o S, nelle (2) e scriverle
semplicemente:

(2) AB-a=Aa-B— Ba-A, (2) af-a=aa-3—Pa- .

Quando si considera lo strato avente per sostegno il
piano all’ infinito, allora come forma o conviene scegliere
il trivettore unitario Q.

b) In tutto cid che segue A4, A, A, sono, rispetti-
vamente delle F, F, F, di uno strate (r,s,t=1,2) 0 di
una stella (r, 8, t =3, 2).

I prodotti di due F, o F, I prodotti di due F, o F,,
di uno strato, danno tutte | di una stelle, danno tuite
le F,, o F,, dello strato, le ¥,, o F, della stella,

indipendente da M. Vedremo [efr. (2)] che il coefficiente 1/(Ms) rende
indipendente da M anche la F ab, Per dualitd la posizione (1) a destra.

(1) Infatti. Posto (a sinistra) ¥ =1/(Mo) e ricordando che (4a)/s, ...
sono numeri reali, si ha [cfr. la (1) e n. 2]:

AB.a—kMAB-a—k(MAa-B — MBa-4) —
—Ls ( )B M(_Bﬂa> %—-kM( B—@A)_ecc,

c. d. 4.
(3) Dalla (1), ad es. a sinistra, si ha:

ab—=kMa-b = —kMbea +kab-M = — kMb-a = — ba,

poiché in ab-M, ab & prodotto ordinario alternato e vale quindi zero.
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poichd [efr. @)], a sinistra per lo strato, a destra per la stella:
quando non é r =s=—=2

4) A,A; é una F,. (4) A,4; ¢ una F,,_,;
quando é r—3s=2 | |
®) A, A;éunaF, (unaF, ., ) (5) A,A;éuna F,(una F,,_).
Sia per lo strato che per la stella si ba:
(6) A Ay = (— 1)r+5+144,.

Vale la proprieta distributiva del prodotto rispetto alla
somma.
Per il prodotto di tre fattori si ha che:

¢ associativo per r+4-s+ ¢t =3, 6 nello strato;
per v +8--t =9, 6 nella stella,

() A, A4y =A,- A A= A, 4, A5

non & assoeiativo per r -+ s -+t =4, 5 nello strato;
"~ per ¥+ s+t =28, 7 nella stella,

8) A A, A=A A A, — (— 1) +54,4,-A,.

¢) Tanto nello strato di F, e F,, quanto nella stella
di F, e F,, vale un principio di dualita che si enuncia
come quello generale, salvo che: nello strato si scambiano
tra loro le F, e F, e nella stella le F, ed F,; nello strato
le F, (multiple di o) e nella stella le F, (multiple di S)
funzionano come i numeri (le F,) nel principio di dualita
generale nello spazio.

4, Sistemi lineari a due dimensioni.

Sia s una F, non nulla ad invariante nullo (ss=0).
Chiameremo fascio di F,, o di F, aventi s per sostegno, il
sistema formato dalle F, A, o dalle F, «, tali che As=0,
o as=0 (ciod le F, o F, giacenti in s o passanti per s).
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Sia Suna F, , o una F, non nulla uscente da S (cioe Ss=0).
Chiameremo fascio di¢ F, aventi S per ceniro e o per
sostegno, il sistema delle F,, a, tali che Sa =0, ca=0 (cioé
le F, passanti per S e giacenti in o).

I fasci di F,, F,, F, danno tutti i sistemi lineari di F
a due dimensioni.

I fasci di F, ¢ F, si corrispondono nella legge gene-
rale di dnalitd, ecec.

Il prodotto alternato di due elementi di un fascio di F,
o F,, & un multiplo di s; il prodotto alternato (regressivo;
cfr. n. 3) di due elementi di un fascio di F, & un multiplo
di S (centro del fascio).

Sia a,, a,, a,, a, una successione di elementi di un fascio.
Definiamo il birapporto, o rapporto della successione,
ponendo: ;

@, a,a,
T ey aa,

(1) rapp (ai, a,, d;, (‘4)

per a,a,==0 e a,a, +0, ed in caso contrario attribuendogli
il valore oo,

Poiché il prodotto per un numero (non nullo) non altera
la posizione di una F risulta subito dalla (1) che il
rapp (e, @, a,, a,) é una funzione della successione formata
con le posizioni delle a. Resta cosi definito, in una sola
volta, il birapporto di una successione di quattro elements
protettivi di un fascio, ece.

5. Trasformazioni lineari (omografie).

Chiameremo omografia tra F, ¢ F, (r,s=1, 2,3) ogni
operatore lineare che trasforma le F, di un sistema lineare
ad n dimensioni (n =4, 3, 2) nelle F, di un sistema lineare
pure ad n dimensiout (i due sistemi avendo campi, o so-
stegni, distinti o coincidenti) (*). In particolare in luogo di

(%) Le omografie vettoriali studiate nel Vol. I di A. V. G. sono omo-
grafie tra F, e F, giacenti nel piano all infinito, cioé omografie tra
vettori e vettori.
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omografia, termine generico, possiamo dire eollineazione, o
correlazione secondo che »=3s, ovvero r ==s.

Se A ¢ omografic tra F, e F, e p omografia tra F; e F,,
entrambe per sistemi ad n dimensioni, allora: pX & omo-
grafie tra ¥, ¢ F, mentre Ap pud esser privo di signifi-
cato. Le proprietd generali degli operatori lineari si inten-
dono note [cefr. A. V. G., Vol. 1, Intr. IIJ.

Esponiamo alcune proprietd delle omografie (!), avendo

A, il significato gid stabilito ed essendo m numero reale.

a) Consideriamo i campi di F,, F, a quattro dimen-
sioni (r, s, =1, 2, 3).

(1) E univocamente deter minato un numero reale, funsione

soltanto di A, che indicheremo con DA, e chiameremo deter-
minante di A, tale che

Aa,-da,-ra,-ha, = D) -a,a,q.a,

qualunque siano l¢ F, a, a, a, a, sulle quali opera X

(2) DA =0 ¢ la condizione, necessaria ¢ sufficiente, affin-
ché A sia invertibile, cioé \~* sia omografia tra F, ¢ F,.

(3) D(pr) = Dp- D2,

(4) E univocamente determinata una onografia, funzione
soltanto di A, tra F,_, ¢ F,_; e che indicheremo con R,
tale che

A, hay-Aa, = RA(a,a,a,)

yualunque siano le F,. a, a, a, sulle quali opera X
(5) Dm=m', Km=ms.

(*) Le otteniamo sotto forma assolute, cioé indipendente da eoordi-
nate. Per chi senta il bisogno di valersi di coordinate, basta che osservi
che A & individuata da

A == 05,0 + Xisty - core + TinQy/, (t=1,2 .., m)

ove le a; sono F,, date, linearmente indipendenti (ciod ;.. ta=0) 6
le o’ sono delle Fs, pure date, e le x sono numeri reali. Se poi questa
forma mista si trova ancora troppo assoluta si considera soltanto la ma-
trice formata con le #; il che si fa sempre mancando gli elementi assoluti.
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(6) Se a duna F,. e b & una F,_, si ha:
Aa: RAb = DA ab.

(7) K(pr) = Kp-RKA.
(8) KRX = (DA)*A.
(9) DRX = (DA)°.
(10) L’ equaszione, rispetto alla omografia incognita E,
essendo data ) invertibile, cioé essendo DX == 0,

RE =1,

ha per unica soluzione
E= (RN)(DY*.

“(11) Se r + s =4 allora X ¢ correlazione che é polarita,
ovvero ¢ sistema nulle, secondoché

a-Ab —b-2a=0, ovvero a-Ab-+b-Aa=0

qualunque siano le F, a, b. — Nel caso della polarita
le F,, od F,, unite danno le quadriche come luogo di
punti (r =1), o come inviluppo di piani (r=3). — Nel
sistema nullo tutte le F sono unite. — Le quadriche si otten-
gono anche come luogo di elementi uniti di una correlazione
che non ¢ sistema nullo; anzi questo & il caso pitt generale.

Dimostriamo ora le (1)-(11).

Dim. (1). Il primo membro della formula del teorema (1)
& un numero funzione lineare alternata delle ¢ e quindi
[efr. A.V.G., Vol.I] & vero il teorema.

Dim. (2). Per a,a,a,a¢,5=0 si ha D=0 solamente
gquando le Aa non sono linearmente indipendenti; ecc.

DiM. (3). D(pA)-a, a, a,a, = pra, - pra,  pra,- pra, =

=Dp-(Aa,-Aa,-Aa,-Aa,) = Dp-DNa, a,a,a,); c. d. d.

Dim. (4). Come per la (1).

DiM. (5). Immediatamente da (1) e (4).

Dim. (6). Si pud porre b= ¢, ¢, ¢,, ove le ¢ sono delle F,.

Allora: la-Rrb=2Xa-Ac, - re, he;=DA-ac,c,c,;=DA-ab; c.d.d.
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Dim. (7). R(pr)(a, @, a,) = pla,-pra,-pra, =
= Rp(ra, - ra,-ra,) = Ry KA (a, a, a,); c. d. d.
Dim. (8). Se a,,a,, a, sono F,_, arbitrarie, allora a, a, a,
¢ una generica F,.. Ora si pud porre

a, =pbe, a,—pca, a,=pab, con p,-a, b, ¢ delle F,
e si ha subito a, @, a,=(pabe)’p; in conseguenza

KR4, a,a,)=Rra, - R)ra, - Rra, = (Ap-Ab-Ae)(Ap- Ae-Aa)(Ap-Aa-Ab) ==
==(Ap-Na-Ab-re)Ap = (DA)?- (pabo)®- kp = (DA)*- A(a, a, a,); ¢. d. d.

Dim. (9). Siano a; delle F, e b, delle F,_,., peri=1,2, 3,4.
Da (6) si ha:
ey Rrb; = DA-ad; (1=1,2, 3, 4);

dal prodotto di queste, mediante i soliti prodotti alternati,
si ha subito:

MN-a,a,a,a, - DRA-b,b,b. b, = (D\)*-a,a,a,a,-b,b,b,b,,

che dimostra la (9) per DA =0 e, a causa della continuitd,
anche per Hr=0.

Dim. (10). Dalla (9), applicando @ ai due membri della
equazione data si ha (D)= DA; applicando invece & si
ha dalla (8) (DE)*E = KA; eliminando il DL si ha, appunto,
la formula risolutiva indicata (*).

@) Valgano ancora le ipotesi @). Se a, b sono delle F,,
allora Aa-Ab & una funzione di b (*). In conseguenza,

(1) Per la (11) ofr. C. BurALI-FoRrTI, Lezioni dé Geometria metrico-
proiettiva (Torino, Bocea, 1904). Notiamo soltanto questo. Dalla seconda
condizione (11) si ricava a-ia==0 il che esprime che ogni F. é unitd;
non cosl dalla prima. Una correlazione A & sempre riduttibile, in un sol
modo, alla somma di una polaritd con un sistema nullo.

(*) Basta dimostrare che da ab=—cd segue Aa-Ab==2Ac-Ad. Infatti.
Se ab =0, a 6 multiplo di b; anche Aa & multiplo di Ab, vale adire Aa-1b=0.

" Se ab=3=0 e ab==c¢d, allora ¢c=2xa-+yb, d=uo'a-+y'd da cui

x
cd= [ x/zl

ab, con lx,y,‘=1 e lc-ld=’w,y, A@-Ab=12a-Ab; ec.d.d.
Ty vy i
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poiché Xa-Ab & una funzione lineare alternata di e e di b:
esiste un operatore R'A, funzione di A soltanto e tale che

(12) Aa-Ab = &'\(ab)

qualunque siano le F,., a, b.

L’ operatore &'A & commutabile col prodotto per un
numero, ma non ¢ lineare perché le ab sono F, ad inva-
riante nullo e, in generale, non formano un sistema lineare.
Quindi &'X non &, in generale, una omografia.

Peraltro se le @, b appartengono ad uno stesso strato
o ad una stessa stella, allora i prodotti ab formano un si-
stema lineare e quindi, in tali campi, &% & certamente
una omografia [cfr. b)].

b) Operando su di uno strato o di F, e F,, o su di
una stella 8 di F, e F, si possono introdurre, come in a),
gli operatori D, & [notando che 'R definito dalla (12)
viene a coincidere con I'® definito dalla (4)] e si ottengono
formule analoghe a quelle indicate in &), perd in un campo
a tre dimensioni. ‘

Le condizioni (11) ddnno ancora le condizioni, necessarie
e sufficienti, affinchd A sia polaritd o sistema nullo [cfr. L. c.
nella DiM. (11)].

¢) Operando in un fascio, gli operatori D, & diven-
gono inutili. ‘

Le condizioni (11) esprimono, rispettivamente, che A &
una tnvoluzione ovvero si riduce ad un numero.

6. Coordinate in un sistema lineare di F.

Sia U un sistema lineare ad n dimensioni (n =2, 3, 4)
di F e siano w,, u,, ..., %, elementi linearmente indipen-
denti di U, cioé tali che

U, Wy oo Uy F= 0.

Fissato, ad arbitrio, un elemento u di U sono univoca-
mente determinati [efr. A. V. G., Vol. I] i numeri reali z;

_tali che
U= T,U, + Tyl ~+ e Ty«
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E facile verificare che i numeri = sono le coordinate omo-
genee proiettive (dette di FIEDLER) della posizione di u rispetto
alle posizioni delle u;, essendo la posizione di w, + u,+....+ Uy,
1’ elemento unita.

Resta cosl evidente che il calcolo con le F (che non
ha, del resto, bisogno di far uso di coordinate) semplifica
notevolmente gli ordinari procedimenti analitico-proiettivi,
anche quando si vogliano introdurre le coordinate omo-
genee proiettive,



Capiroro II.

Alcune nozioni fondamentali.

1. Generalita.

a) Sia p una F non nulla, avente posizione (ciod
una F,, o F F,, o F,), funzione continua, derivabile ecec.
di un numero complesso h di ordine n i cui elementi (nu-
meri reali) ,, h,, ..., h,, varino, indipendentemente 1’uno
dall’ altro, in intervalli dati. La posizione di p, positp, &
pure una funzione di h che, per tutti i valori di h nel
campo considerato, costituisce una classe di figure proiet-
tive, i cui elementi sono punti, rette, piani proiettivi, o
sono classi di tali elementi. Sono appunto queste figure
proietiive che intendiamo studiare, ottenendole dalle posi-
zioni delle F mediante il calcolo geometrico del quale abbiamo
indicati i fondamenti nel Cap. I.

HEsaminiamo rapidamente alcune figure proiettive fon-
damentali.

1°. Sia p funzione del numero reale relativo u.

Se p ¢ una F,, o F,, di
uno strato allora, col variare
di u, la positp descrive, o
una classe di punti (linea
piana) o una classe di rette
(inviluppo piano).

Se p é una F,, 0o F, di
una stella allora, col variare
di u la positp descrive, o
una classe di piani (inviluppo
conico), o una classe di rette
(cono) (*).

Se p ¢ una F,, ad invariante nullo, dello spazio generale

(1) Linee ed inviluppi si corrispondono nella dualita sullo strato;
inviluppo conico e cono, idem sulla stella. Le figure a sinistra e a destra
si corrispondono nel prineipio generale di dnalitd nello spazio.

Burgatti

20
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allora, ol variare di u, la positp deserive una classe di
rette (superficie rigata).

Se p ¢ una F,, od F,, dello spazio generale allora, col
variare di u, la positp descrive, o una classe di punti
(linea), o una classe di piani (inviluppo di piani). Figure
corrispondenti nel principio generale di dualita.

2°, Sia p funzione dei numeri reali u, v variabili
indipendenti. : '

Se p ¢ una F,, ad invariante nullo allora, col variare
di u, v, la positp deserive una classe oo® di rette (una
congruenza di rette). ‘

Se p & una F,, o F, allora, col variare di u, v, la posit p
descrive, o una classe oo® di punti (una superficie), o une
classe oc® di piani (un inviluppo di piani). Figure corri-
spondenti nel principio generale di dualita.

30, Analogamente per p funzione di tre o pitt variabili
indipendenti e allora si ottengono dei sistemi di figure
proiettive. .

b) Se p & funzione dei numeri u, v, w, ..., distinti o
pur no, variabili indipendenti, allora con le notazioni

Pu, DPuv, DPuvnw, e

indichiamo, rispettivamente: la derivata parziale prima
di p rispetto ad u;la derivata parziale seconda di p rispetto
ad u e v; la derivate parsiale terza di p rispetto ad u, v, w; ece.

Intendiamo sempre che: p sia fungione continua di
U, V, W, ..., che ammetta le derivate parziali di qualsiasi or-
dine, e che tali derivate siano commutabili.

In particolare se p & funzione di una sola variabile u,
preferiamo indicare, come d’uso, le derivate (in tal caso
totali) di p con gli apiei.

o) Per i differenziali e derivate di p valgono, come &
noto [efr. A. V.G, Vol. I], le ordinarie leggi del calcolo
differenziale, pit quelle dovute alle particolari proprieta
delle F.

Ad es.; se p & funzione di u e v e queste sono funzioni
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di z e g, variabili numeriche pure indipendenti, allora si ha
dp = pudu 4~ p,dv == pdz 4-p,dy,

Sp = pu5u -+ p05v E— Pmax -+ pyay;

esep & F,oF,, oF,variabile in uno strato o in una
stella, allora

dz dy
3v dy

.5 du dv ]
PO = gy (PP

PPy

perché p,p, =0 ecc.; e risulta che: la posizione di pup, é
identica alla posizione di p,p, ciod che: la posizione di pupy ¢
indipendente dalle variabili numeriche wu, v.

Nelle stesse ipotesi si ha, ed es.,

Dy = ptlyPus + (UgVy = Wy V) Puv = V¥ Poo

dalla quale si trae facilmente

3

PussP woPov

Up¥y

PraPayPyy = w, v,
la quale prova che: la posizione di py,puPs ¢ indipendente
da u e v.

d) Tornando a considerare p funzione del numero
complesso I, e indicando con p, il valore che assume p
quando la variabile h diviene h + dh si ha la formula di
TayYLOR [cfr. A. V. G,, Vol. I]

1
@ D= p 4 dp gy Pt

ove ¢ & una F, della stessa specie di p, ed & tale che

1) lim ¢ /mod ah)} = 0.

dh ~—+0

Se p & funzione della sola variabile numerica u, e p,
corrisponde ad u + %, allora alla formula di TAYLOR si
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pud dare la forma

I? : kr
(2) P,=p—+ kp/ + 2_! p// T +m (P(n) +T])

ove v & funzione di u e di & tale che

) limn =0.

kE—s0

2. Enti e proprietd geometriche proiettive intrinseche,
0 assolute, di una figura proiettiva.

Sia T una figura preiettiva costituita da un sistema oot
0 oo? (e si pud anche considerare un sistema co™) continuo
di elementi proiettivi, punto, retta, piano; cioé X sia, 0 una
linea, 0o una superficie, o un inviluppo di vette o di piani.

Per ottenere enti geometrici collegati eon X, o per
studiare le proprietd proiettive di- questi enti e dj 2, noi
dobbiamo considerare una F, non nulla, p, funzione, o di
un numero u, o di due numeri w, v (variabili indipendenti)
tale che: variando u, v in dati intervalli, la posizione di p,
posit p, dia tutti e soli gli elementi proiettivi di X, Le
trasformazioni proiettive di X o degli enti collegati con I,
le otteniamo operando con omografie [efr. Cap. 1, n. 5] A
da applicarsi alle F rappresentative p; omografie generiche
costanti, fatta eccezione per quelle che si riducono al pro-
dotto per un numero m che pud anche essere funzione di P

Gli enti proiettivi collegati con = e le proprietd pro-
iettive di tali enti e di 2, sono Junzioni soltanto di X,
sebbene espresse mediante P, u, v, X quali elementi ausi-
liari, e si diranno intrinseei, o assoluti, quando:

a) Non variano cambiando P i omp, ove m & numero

reale, non nullo, anche funzione di p();

() E ben noto che il prodotio per un numero non altera la posizione
di una F. No segue che la figura 3 individnata dalle posizioni delle p
¢ identica alla figura individuata dalle posizioni delle mp. Quando si
opera con coordinale proiettive omogenee ¢id equivale a moltiplicare
tali coordinate per un numero.
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b) Sono indipendenti da u, v; vale a dire: non variano
esprimendo u, e quindt anche p, in funzione di une nuove
variabile %, ovvero esprimendo w ¢ v in fungione di due
nuove variabili, indipendenti, z, y;

¢) Non cambiano di specie, o si trasformano per dualitd,
cambiando p in Ap, ove X & omografia generica (costante,
salvo il caso, [cfr. a)], che si riduca ad un numero).

Illnstriamo con alcuni esempi.

Esempio 1°. Sia p una F, funzione di u, v, ciod X sia
una superficie. Vedremo [cfr. n. 5] che pp.p, & la forma
tangente in p, e se non & nulla, la sua posizione & preci-
samente il piano tangente a X in p.

Ora si ha:

(mP)(MPu(MP)o = (MP) (NP - MPY) (MNP - MPy) = M- PPuPoy

PP2Py = PPy = VaPo)(UyPo V) = ‘: o
i vy

¢ quindi la forma tangente ha posizione indipendente
da wm, u, v, cioé, per le a), b) il piano tangente a X in p &
elemento intrinseco.

Se A ¢ omografia costante, allora (Ap),= Ap,, ecc., &
quindi [efr. Cap. 1, n. 5, (4)]

AP)AP)u(AP)o = RM(pPupy)

vale a dire: una trasformazione proiettiva A cambia il
piano tangente nel piano tangente (se A & collineagione), il
piano tangente nel punto dell’ inviluppo (se A & correlazione);
cio® sussiste la proprieta ¢). Se, invece, A non & costante,
allora (Ap), = A.p - Ap, e la ¢) non vale eccettuato il caso
che A sia un numero.

EseEMp1o 2°. Valendo per p le ipotesi dell’ Esempio 1°,
si consideri la retta posizione di p,p,. Questa retta, gia-
cente sul piano tangente a I in p, & indipendente da u, v,
percheé
ULV,

PxPy = PuPo,

u,v,
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ma non & indipendente da m, perché
(MP)u(mp)y == (M4 ~+ M P, )(MP ~ MPy) = M>PyuPo 4 MPNuPy — MyPys)

& retta che, pur giacendo nel piano tangente, & diversa
dalla retta p,p, poiché, per m, m,, pp.p, non nulli si ha
subito

p,f( mpP)u(mp)y = — My PPupPo == 0.

Per A costante si ha (Ap)u(Ap)y = R'A(Pupo) € si conserva
la proprietd proiettiva della retta pups.

Dunque per la retta p,p, valgono le proprietd d), ¢) ma
non vale la a) e quindi la retta p,p, non é elemento intrin-
seco di X (e se lo fosse sarebbe ben strano).

Analogamente, posto ©m = pp,p,, la retta m,m, (uscente
da p e situata fuori del piano tangente) non & elemento
intrinseco di X (4.

Esempio 3°. Valendo le precedenti ipotesi e posto
T =1F-ppup» si pud determinare il numero %, funzione di p,
in modo che sia soddisfatta una particolare proprietd di
dualita tra p e = [efr. n. 5, (7)]. Anche per tale valore
di k la retta m,m, non & intrinseca. Pud avvenire [cfr. n. 5
Osser.] che una proprietd non sntrinseca per k arbitrario
divenga intrinseca per quel valore particolare di k. Tale
proprietd & realmente intrinseca, nel significato a), b), ¢),
perché © & definito come multiplo di ppup,, il che wnon
cambia la posizione del piano tangente, e cambiando p
in mp anche = si cambia in un suo multiplo.

Giova peraltro notare che, ammessa anche la possibilita
di determinare m in un modo particolare, la retta Tu Ty,
anche col valore speciale sopra indicato di k, mon pud es-
sere elemento inirinseco.

) Se la m;tssa, pw, di p non é nulla, allora P = p/(pw) & punto pro-
prio che descrive, col variare di u, v, la 2, eccettuati i suoi punti al-
Uinfinito. Eecco perche, come in a), si deve considerare m quale funzione
di p. Si noti che le rette P,P,, nyt, diune, rispettivamente, la retta.
all infinito del piano tangente a = in P e la normale a  in P. La ¢)
vale ancora pur non conservandosi il carattere di retta all’ infinito e
di normale che non sono caratteri proiettivi.
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3. Linee, coni, inviluppi in uno strato o stella.

Sia p una F funzione (confinua, derivabile, ecc.) del
numero reale # e precisamente:

4) una ¥, o F,, di uno strato o; una F;, o F,, di
una stelle S;

B) una F,, o F,, dello spazio generale. ,

Inoltre sia = la figura proiettiva lnogo delle posizioni
di p per u variabile in un dato intervallo.

Indichiamo con p,, p,, .... ¢id che diviene p quando u
assume i valori particolari w,, u,, ... nel campo di varia-
zione di u.

a) Se r & Pordine della prima delle derivate di p per
le quali pp™ == 0, allora la posizione limite di pp,, col ten-
dere di u, ad u, é la posizione di pp.

Se s, con 8> & Pordine delle prima delle derivate di p
per la quale ppp® == 0, allora la posizione limite di pp™p,,
col tendere di u, ad u, & la posizione di pp”p? ().

Nelle ipotesi fatte, pp™, pp’p® diconsi, rispettivamente,
forma tangente e forma osculatrice in p.

In tutto cid che segue supponiamo pp'p”==0, cioe r=1
e s=2; quindi le forme tangenti e osculatrici sono rispet-
tivamente pp’, pp'p”.

Queste forme hanno posigioni che sono elementi intrinseci
¢ proiettivi di I [cfr. n. 2, e n. 1]. Il significato geome-
trico di queste forme & ovvio poiché hanno come posizioni
le posizioni limiti di pp,, pp’p, con positp, comunque va-
riabile in I e tendente a posit p.

a') Se anche le derivate di p sono continue, allora la
forma tangente e la forma osculatrice, per pp'p” == 0, si puod
ottenere osservando che:

P,PsPs o

s plp2 —_— 4 i
11 [NCYA.E S T lim K
( ) im »p, I ('M2 - u‘)(us — u,)(ug ug)

w,—u,

(") Sviluppando p, con la formula di TAYLOR, € arrestandosi a p™,
ovvero a p®, si ha subito, per le ipotesi fatte:

ppy=1(u,—uy/r!} pp + pe, pp»p,=| (u,— w)/s! | pp”p + ppe’

ove ¢, ¢ sono infinitesimi di ordine superiore ad » ¢ s col tendere di u,
ad u; il che dimostra quanto abbiamo affermafo.
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il limite intendendosi preso per u,, u,, u, variabili comun-
que nel campo di variazione di u e tendenti ad wu (). Il
significato geometrico di p,p,, P,p.p, & ovvio e alquanto
diverso da quello di pp,, pp'p, considerato in a).

b) Nel caso A) la forma osculatrice pp'p” ha a comune
col sostegno s, o 8, la posizione. Invece per la forma tan-
gente si hanno significati geometrici (intrinseci, proiettivi)
importanti.

Se p & una F, di o, allora posit (pp’) & la retta tangente
aX2inp;sepéunaF, di g allora posit (pp) & il punto
di p che descrive la linea inviluppata dalle p. Osservando
che [efr, Cap. 1, n. 3, (2)]

(Pp")pp") = (P’ Xpp") = (pp'p"/o)p

risulta che: la linea deseritta da p é l’i?z,miluppo delle sue
tangenti; e dualmente per le F, di o.

Col prineipio di dualitd nello spazio generale si passa
dallo strato o alla stella S e si hanno coni e inviluppi di
ptani (uscenti da S) con i relativi piani tangenti e retia
caratteristica nel piano; ece.

(1) Infatti, Dalla formula di Tavior si ha, ad es.,
{a) Do — Py ={(1;—w,ip, +2, p, —Ppr=(uy— U)Py + gy

con s, & infinitesimi di ordine superiore al primo. Osservando che

Pipr=p (P2~ P)=p | (P:—p) — (p1 — p) |

dalle (a) si dednce subito 1a prima delle (1).
Si ha identiciumente, per le (a):
PP s e PP P =D p—p |

o P:— P m!
(e — w)(uy— w)~ Pty — g, g — 10, uz_u,g_l’*uz_.ui(f’a py) +e

con ¢ infinitesimo di ordine superiore al terzo. In conseguenza

PiP2ps Po=pipsi—py | ¢

(g — w)) (g — w)(wg — wg) Py Uy — U0y Ug— My = Uz — Uy

che al limite, per le (a), A appunto la seconda delle n.
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¢) Nel caso B), e supposto che % non appartenga ad
uno strato o ad una stella [cfr. b)), allora le posizioni

PN

di pp’, py'p” danno:

se p & una F,, la retta tangente e il piano osculatore in p;
se p & una F,, la caratteristica e il punto di regresso in p;

tutti elementi intrinseci e proiettivi [cfr. n. 2].
Se p &, ad es., una F,, allora pp’p” d& un inviluppo di
piani, e poiché

N4 il

(p'" ) pp'p"Y (0p'p")" = (pp'p" )P ") pp"p" 4 pppY) =
= (pp'p"p"-pp) (2" V" + pPPT) = (0PPP")Ps
risulta che, per pp'p"p”" 3= 0; la linea X & Uinviluppo dei
suoi piani osculatori. Dualmente per una F,. Proprietd
intrinseche, protetftive.

4. Superficie rigate.

Sia p una F, ad invariante nullo (pp = 0), funzione di »
e p vari nello spazio generale. Il lnogo X delle posizioni
di p, per i valori w, & una superficie rigata della quale
_posit p & la generatrice generica. Lo studio delle superficie
rigate, date da una F,, & gia fatto nei libri citati nella
prefazione (2* nota) e non stiamo a ripeterlo, dovendo ri-
serbare il poco spazio disponibile ad altre questioni non
ancora trattate sotto forma assoluta.

5. Superficie in generale.

Sia P una F,, non nulla, funzione di w, v, variabili
indipendenti. Il lnogo X delle posizioni di P & una super-
ficie. Per dualitd si ha un inviluppo di piani. In entrambi
i casi sistemi oo?. Noi consideriamo il caso delle F, lasciando
al lettore la cura di ottenere, per dualitd, il caso delle F,.

a) Se PP,P, ¢ una F, non nulla, la sua posizione & il
piano tangente a X in P; ciod: la posigione limite del
piano PP P, quanido, P,, P, variano comunque in % e ten-
dono & P. Elemento intrinseco e proietiivo.
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Infatti. Se P,, P, corrispondono ai valori w-+h,, v+k,
e wu+h,, v+5k, di u, v, si ha per la formula di TAYLOR

P, =P+ hP,+kPy+e, P,=P+hP,+kP,+cs,

con g, &, infinitesimi di ordine superiore al primo. Ma si ha:

B, ‘ PP, P,+ ¢
Rk, |~ ¥ ’

PP,P,= P(P,— P)(P,— P)=

con ¢ infinitesimo di ordine superiore al secondo; ecc.;
e. d. d. ().
b) Poniamo, per mezzo delle derivate parziali di P,

(1) A = PP,P,Pus PPuP,Poy— (PP.P,Pyo)’.

Se A==0, il ohe implica PP,P,=0, per tutti i valori
di u, v, allora il piano PP,P, inviluppa la superficie I
descritia da P.

Infatti. Dal duale del teorema a) e dai soliti prodotti
alternati, si ha:

(PPyP,)(PP,Py)(PP,Py)y=

- (PPqu)(PPuqu + ])PuPuv)(PPuvPv'*"PPMPW) -

= (PuPPyuu Py Po P+ PoPPyPyy: PP )PPy Py + PPy Pyy) =

= PPqu-Puu'-PvPPquv'P—PPquPwv'PuP»PuvPv‘P—:A'P;

c. d. d.

¢) Come F, tangente a £ in P si pud assumere =

comunque multiplo di P-dP.3P essendo d, 3 simboli di

differenziali qualanque con P-dP-3P=0. Le proprietd

seguenti sono indipendenti, anche formalmente, da u, v.

tP=0,n.dP=0, dx- P=0, (dP-3P)n =0, (d=n-3n)P=0
le quali esprimono rispettivamente che: = passa per P;

7 passa per dP, cioé dP giace in ©; dn passa per P;
la retta dP-OP giace in w; la refta dn-3n passa per P.

@

(1) 11 piano tangente a X in P & anche la posizione limite del
piano P,P,P; quando, variando comunque P,, P,, P, in 2 tendono a P,
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3 | dn 8P =23%n-dP—= — n.d3P==—d%=n- P, e in particolare
()? wndP=dn- P—= —dn-dP '

n-d*P — d*n. P= d’n-dP — dn-&*P,
@) ) . @P — din. P = 2d*x-dP — dr-d°P), ecc.

DiM. (2). La 1* e 2* sono immediate conseguenze del-
Iessere = un multiplo di P.-dP-8P. Differenziando la 1* e
tenendo conto della 2* si ha la 3*. La 4* e 5 risultano
geometricamente dalla 2* e 3* (scritte anche per &) oppure
osservando (prodotto regressivo) che

(dP-3Pn = (dP-n)3P — (3P-n)dP =0 — 0 = 0.

DiM. (3). Operando con & nella 3* e 2° delle (2), poiché d, 2
sono commutabili, si ha

dn-3P 4-ddn-P=0, ¥n.-dP + n-d3P =0;

queste valgono scambiando tra loro d, & e quindi sono
vere le (3).
Di. (4). Basta operare con d nelle forme particolari (3)(*).
d) Se, essendo k un numero non nullo funzione di w
e v, $i pone

(5) n =k - PP,P,,

(1) Per P ordinaria forma differenziale quadratica Fp si ha, qualun-
que sia = multiplo di PPy,Py,

Fy=n.@®P = d'n-P=— dn-dP
e in conseguenza, dalle (3),
dF, = n+@*P + dn-@*P = @*n-dP + @n. P = &*P-dn + dP-d°r,
Fy? = n.@P.(d+ P)=—| (P-@n)n |@*P = (d*x-n)- (P-d*P)= —P.@*P.n.d%n.
L’ ordinaria forma differenziale cubica F, vale 1/, del 1° membro
della 1* delle (4), ma per = multiplo particolare [efr. n. 6] di PPyPy.

La F, & intrinseca e proiettiva; la F, sempre proiettiva ma & intrin-
geea soltanto per il particolare m ora indicato [cfr. n. 2, Esempio 3°]
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allora si ha [cfr. (1))
(6) mm,my =k*A P=1F{n Py Py — (v Pu)?ts P=K(P, P, m,r,): P.

Diym. La I* forma della (6) ¢ immediata counseguenza
della formula ottenuta mnella dimostrazione b), poicheé
se o' = PP,P, si ha in modo ovvio che

nwt, = (kn') (k') (k') = k3w, w0, .

La 2* forma si ottiene subito dalla 1* e dalla (3).
Dalle (3) si ottiene subito

'nPuu=—ﬂuPu, nP'vvz_chva TtPWU:——Ttquz—-‘n:qu;

da queste dalla 2* forma (6) e con i noti prodotti alter-
nati si ha:

Ty =k | Ty Py Ty Py— 1, Py, P} - P= k{ Py, Py— Pym,,- Pn,. P—
=k{(Pqu-1tmm}-P::k(P“P,,-T:um)-P; e. d. d.
¢) Se 8i vuole che
(1) da n=k- PP, P, sequa P=c¢k-nn,r,, con ¢ segno + 0 —,

& necessario e basta che sia
8 k*=¢/A, con ¢ segno di A (sempre A == 0);

¢ se valgono le (7), (8) allora, comunque si Jissi il numero
reale m non nullo, anche funzione di P, s¢ si cambia P
in mP ne segue che n si cambia in mn, ovvero in — mw,
secondoché k & la radice positiva o negativa della (8).

Dim. Dalla 1* forma (6) e dalla 2* delle (7) si ha

Ty, = k*A -ek -y, = ek*A - w,w,

che, per A==0, dd 1 =ck*A che dimostra la (8).
Cambiando P in mP il A diviene [cfr. ()] m*A e quindi
il segno e della (8) non cambia. Allora col cambiamento
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indicato, il = dato dalla prima delle (7) diviene

4 4

e T
Vm 5A -m*PP, P.,_mVA X

ciog, per la (8), diviene == mm; c. d. d.
J) Per una superficie rigata basta porre

P = A +vB, o, dunalmente, © = a - v

con 4, B delle F, e a, § delle F, funzioni soltanto di w.
OssErvAZIONI. 1%, Nelle formule ¢) il ® ¢ un multiplo
qualunque di PP,P, non necessariamente soddisfacente alle
condizioni (7), (8); cambiando P in mP il = diviene m'n
con ', in generale diverso da ==m.
2*. Le forme differenziali ¢), di qualunque ordine,
S0N0 sempre proiettive, perché, se A & omografia costante
si ha [efr. Cap. 1, n. 5, (6)}

RAn-d"(AP) =Dr-n-d"P.

3". La forma differenziale quadratica dn-dP [cfr. (3)]
¢ intrinseca [cfr. Oss. 1°) perché

I(m'n).dmP)=(dm'r + m'dr)(dmP + mdP) = m'm-d=-dP.
4*. Per Ja forma differenziale cubica [cfr. (4)] si ha
facilmente [efr. (2) e (3)]:

m’

dnl’ﬂdP

m'n. da(mP)-—tls(mn s(mP)=mm'{n.d*P—d*n- P} +4-3

tale forma risulta intrinseca quando il determinante é nullo,
cioé m'=cm con ¢ costante; e poicheé cid si verifica per ©
soddisfacente alle (7) si pud concludere [cfr. n. 2, Esempio 3°}
che la forma differenziale cubica & intrinseca, con m non
multiplo arbitrario di PP, P, ma soddisfacente alle (7), (8).

Si possono esaminare forme differenziali di 4°, 5°, ....
ordine.
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6. Alcune proprieta metriche.

Valgano le notazioni del n. 5. Supposto che P sia
punto proprio, cioé Pw=—1, ed osservando che P, P, sono,
in tal caso, dei wvettori, si ponga

, h =mod (P, A P,), 1 = (P.APy)/h. da cui
) h=P,AP,Xn, ==k Pn.

Inoltre si introducano le notazioni seguenti:

K & la curvatura totale (di Gavss) di 2 in P;

9, 9, G indicano, rispettivamente, la curvatura nor-
male, la curvatura geodetica, la torsione geodetica in P nella
direzione dP;

c=dn/dP (omografia che & dilatazione, ciod o= Ko).

a) Le relazioni tra A, h, k, K (per 0) sono le
segquenti :

2) 36A =nh'H, k*=236/(h*-cH), (hk)'= 36/(cK),
essendo H elemento intrinseco ma non proiettivo. Risulta

che € & il segno di K.
Dim. Per il numero A si ha [efr. n. 5, (1)]

36A = o . a

=h*{nXPuu-nXPw—(nXPm,)zi=
=hz{Puxnu‘PvX"v—"PMXWU‘PvX’nu}=

=" {(PuA\Py) X (0, Ay) } =
= h®n X 1, A 11, = WK,

-PMPQ)PM’W .PMP‘UPﬁU _ (-P’MPUP’MA))z_

il che dimostra la 1* delle (2) e che ¢ & il segno di é{. Da
questa e dalla (8) del n. 5 risultano subito le altre due.

b) Per la forma differenziale quadratica e cubica [cfr.
n. 5, (3), (4)] st ha:

(3) 6n-d*P = — hk-dP > odP
(4) 6(d*n- A P— dn-d*P)= k- d P> dod P-+3d(hk)-dP>sd P,
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che equagliati @ zero danno le equazioni differenziali me-
triche delle linee assintotiche [cfr. Cap. 3, n. 2] e delle linee
di Darboux (*) [efr. Cap. 3, n. 3].

Dim. Osservando che

mw = hk|n, d*P>Xn=—dP>dn (perchd dPXn=0)

e sviluppando due prodotti alternati [efr. Cap. 1, n. 2, (3)],
per r =3, s=1, t=23|, si ha:
6(d*n- AP — dn-d*P)o = 6(d*n0-dP — drw-d*P) =
= 6[{hk|d*n +-2d(hk)|dn + d*(hk)|n}dP — {hk|dn + d(hk)|n}d*P] =
=[hk{dP X d*n — d*P>dn} + 3d(hk)dP>< dn]w =
— [hk{dP>< dodP + dP X d*P — &*P > od P} + 3d(hk)d P> sd P,
che dimostra la (4) poichd, essendo Ko=g, si ha dP>X<od’P=

— d2P>sdP. In modo analogo si dimostra la (3).
¢) Indicando, come & uso, con ds U elemento lineare

in P nella direzione dP, cioé ponendo

ds® = dP*, da cui risulta, operando con d,

B) | ds-ds=dP> &P,

allora introducendo i numeri 9C, §, G si ha:

( dP>X odP=ds*-9T,
©® |

| dP>< dodP = ds*- a9 + 2ds*-$%.
Dim. Per formule note [efr. Parte I] si ha:

(@) ds?- U = dP>adP, ds*-G=n X PAdP,
ds® G =n>X dP\cdP;

ma dPAcdP & parallelo ad n e quindi, dalla 3° delle (a),
ds*-Gon = dPA\cdP;

(1) Che per & costante si riduce & dP > dodP =0.
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in conseguenza, dalle (a),

| ds*-8T={(dP A cd P)X(d* P \ dP)}/ds*=d PXd* P- O —d* PXadP,
N P> 0dP=dP> cd*P=dP> d2P-9U — ds*-ST.

La 1* delle (6) risulta subito dalla 1* delle (a). La 2* si
ottiene da (a), (b), (5) osservando che:

dP > dodP = d(dP > cdP) — 2d P X od’ P =
=d(ds* D) — 24P X A*P-9U + 2ds*- ST =
=ds? - dOU + 24P X P-9L —2dP X< d*P- 9 +2ds°- ST =
= ds*- d9T + 2ds*- GG (*).

d) Si noti che il rapporto tra le forme differen-
ziali (4), (3) & una funzgione lineare di ds; ma, in generale,
non vale ds.

¢) Se P & una F, qualunque, ed escludiamo da X i
punti all’infinito, ¢iod supponiamo Pw == 0, allora per in-

. trodurre K ece. basta in a)-d) porre P/Pw al posto di P.
Il lettore puo ottenere h, I ecc. '

(1) Abbiamo sviluppati tutti i calcoli perché il lettore possa fare il
confronto con i metodi ordinari.



Caritoro III.

Proprieta generali delle superficie.

1. Direzioni coniugate.

In tutto questo Cap. 3 valgono per P, =, I, .... le ipo-
tesi e posizioni fatte nel Cap. 2, n. 5; in particolare, salvo
avvertenza in contrario, per = vale la posizione c).

a) Le due rette P-dP, n-3n giaociono in = [efr. Cap. 2,
n. 5, (2)]; per 4l loro prodotto alternato (regressivo) sul

piano w, ¢ prendendo n come F, unitaria [cfr. Cap. 1, n. 3],
si ha:

(1) PdP-non=(n-dP)P=(dr .5 P)P=—(n-d3P)P= — (d5=. P)P.

Dim. Sviluppando in = il prodotto regressivo considerato
[efr. Cap. 1, n. 3], poi il prodotto (m-3m)P nello spazio
[efr. Cap. 1, n. 2] e ricordando [cfr. Cap. 2, n. 5, (2)] che
i prodotti P(x-3n), n-dP sono nulli si ha:

(P-dP)(m-5m) = — clP(T:t-‘o‘n) P=~(n°6:)(lPP:
=(5”‘:Plff P = (z-dP)P

che per formule note [cfr. Oap. 2, n. 5, (3)] dimostra le (1).

b) Variando comunque il differenziale d, si hanno in ©
due fasci di rette di centro P, i fasci P-dP, n-dn. L ope-
ratore ¢ che trasforma P-dP in n-dw é una involuzione ¢
st pud quindi porre, del tutto in generale, per d, 3 qualunque,

__{ mdm, wim
@) °‘<P¢u>, PSP)'

Burgatti . 21
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Dim. L? operatore c & lineare perché d P=P,du+P.dv, ecc..
B una énveluzione perché, da (1), scambiando tra loro d
e 5 si ha

(P-dP)(r-37) = (P-8P)(m-dm)  [cfr. Cap. 1, 1.5, o))

¢) B evidente che: P involuzione o, funzione di P, é
intrinseea ¢ proiettiva per Z.

Le rette P-dP, n-dn, e anche le loro direzioni, diconsi
coniugate.

Quando la posizione di P, posit P, & un punio proprio,
la involuzione o si pud assumere come involusione dei dia-
metri coniugati di una conica di = avente P per centro.
Fissato, ad arbitrio, su =, un punto della conica questa &
determinata ed & una delle coniche indicatrici (di DUPIN)
di X in P.

Queste coniche indicatrici sono elementi intrinsect e
proettivi per .

OSSERVAZIONI. Vedremo tra poco che se o ammette
elementi uniti, questi danno le rette assintotiche in P che
sono pure elementi intrinseci e prodettivi.

La o ammette sempre due rette coniugate ortogonali che
sono quelle principali in P, tangenti alle linee di curvatura;
elementi intrinseci ma non proiettivi. Segue subito dalla (2)
che la equazione differenziale delle linee di cuwrvatura &

3) (PdP-w) X (ndr-w) =0
equazione infrinseca ma non proiettiva (').

(1) Riprendendo le notazioni del Cap. 2, n. 6, per k qualunque, e,
pit particolarmente, per m= Pin, si ha subito: '
PdP.o =dP, mdn-w=(P|n)|dn;
ma il piano P|n =rm e il bivettore |dn hanno a comune il punto all’ in-
finito posizione di |(dn-n), ciod posizione di n A dn; in conseguenza

la (3) diviene

dP<Xn Adn=70
che & appunto I’ ordinaria equazione metrica (vettoriale) delle linee
di curvatura,.
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2. Linee assintotiche.

Una linea di X chiamasi assintotica quando: il piano
osculatore nel suo punto generico P coincide col piano tan-
gente a I in P,

L’ equazione differenziale delle assintotiche di X ¢
) 5 d*P+n =0, 0 anche, il che equivale|cfr. Cap. 2, 1.5, (3)]
| P.dn=0, 0 ancora dP-dr =0;

e quindi: le rette assintotiche in P (se esistono, cioé sono
reali) sono le rette unite della involuzione o considerata nel n. 1.

Dim. Se P-dP & la tangente in P alla linea, allora
P-dP.d*P & il piano oseulatore, che coincide con = sola-
mente quando

(P-dP-@P)x = (*P-m)(P-dP) = 0;

condizione che, per essere P-dP==0, da la 1" delle (1) e
anche le altre. Da (1) del n. 1 e dalle (1) ora dimostrate
risulta che (prodotto regressivo in =)

(P+dP)(n+dr) = (dn-dP)P =0

il che dimostra I’ultima parte del! teorema.
OssSERVAZIONL. 1°. B evidente che le assintotiche, se
esistono, sono elementi intrinseci e proiettivi di X.
2*. Introducendo le coordinate u, v su X, la 1* delle (1)
assume la forma

{2) TPy du? 4 27 Py dudv 4 wPyy-dv* =0
che da, per du/dv, soluzioni reali quando
(7 Pus)* — TP Py = 0
cioé [cfr. Cap. 2, n. 5] A < 0, escludendo i punti (parabolici)
di 2 per i quali si ha A =0.

3. Linee di DArBoUX e di SEGRE.
Le solite forme P, m corrispondano ai valori #, v e si
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indichino con P, ©,,le forme corrispondenti ai valori u--du,
v+ dv di w e v corrispondenti al differenziale d.

I numeri ©P,, n, P sono infinitesimi dello siesso ordine,
rispetto (sempre sottinteso) all’ infinitesimo Vdu® + dv*.

Dim.Siha P, = P + 4, n, == + «, con 4, « infinitesimi.
Quindi, poiché Pr =0, Px, =0, si avra (prodotto alter-
nato) Px —nd—aA. Ma oA & infinitesimo di ordine su-
periore a Px e nd e quindi nP,==nd, Pr,= Pa sono
infinitesimi dello stesso ovdine; e. d. d.

Le equaziont differenziali sequenti:

i 2 ‘_1‘ 3p. l np—
(1) oyl P med* P A P=0,

con =P, infinitesimo di ordine n 1

L P-d*r4- L P-&*n+..+ 1 P-d"n=0,

@) 21 31 i

con Pr, infinitesimo di ordine n -1

sono P’ una consequenza dell’ altra (si corrispondono per dua-
litd). Esse esprimono geometricamente che: a meno di un
infinitesimo di ordine superiore ad n, © passa per P,
(cioé ©P, =0 a meno ecc.) ¢ ©, passa per P (cioé Prn =0
a meno ece.). '

Diym. Svilnppiamo P, e n, con la formula di TAYLOR
e ricordiamo che

P =ndP = Pdn = 0.

La (1) esprime che =P, ==¢',,, & infinitesimo di or-
dine n 4+ 1. La (2), ove si ponga m al posto di n, esprime
che Pn, = P¢",,,, & infinitesimo di ordine m +-1. Ma per
il teorema precedente =P,, Pr, sono infinitesimi dello
stesso ordine e quindi si ha che m =mn; ¢. d. d.

Si ha pure, sotto le ipotesi del teorema ora dimostrato, che

3 ?% (w-d*P — d®n+ P) +.... + %(n-d"P—d“ﬂ:-P):O.
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Diy. Basta sommare le (1), (2) e ricordare che
n.d*P=d*=n.P.

OSSERVAZIONI. 1*, Per le (1), (2), con le condizioni rela-
tive all’ordine di =P, e di Pr,, la = puod essere un multiplo
qualunque di PP,P,. Se invece m soddisfa alle (7), (8) del
Cap. 2, n. 5, allora dalla (1) segue la (2), e viceversa,
indipendentemente dalle condizioni ora indicate.

2%, La.(1) & soddisfatta da = (tra reali e immaginari)
spostamenti dP che danno n punti P, infinitamente pros-
simi a P e giacenti in n. Vale a dire la (1) & I’equazione
differenziale di n linee uscenti da P che hanno con = un
contatto di ordine superiore ad n. Questa proprietd &
proiettiva perché & conservata applicando a 2 una collinea-
zione costante (dualmente per una correlasione), ma, in
generale, non ¢ intrinseca perchd la equazione (1) cambia
sostituendo a P un multiplo di P. Analogamente per (2) e (3).

BEsaminiamo ora altre proprietd delle linee di equa-
zioni (1), (2), (3).

«) Per n=2 le (1), (3) danno le linee assintotiche.

b) Supponiamo n=3. Le (1), (2) danno in P, tre dire-
zioni che, in generale, non coincidono con le direzioni
date dalla (3). La (3) di le direzioni di DARBOUX, le cui
direzioni coniugate sono le direzioni di SEGRE.

Le linee di DARBOUX e di SEGRE, olire essere elementi
proiettivi (come si é gia visto per n qualunque) sono anche in-
trinseche, come risulta subito dalla Osserv. 4* del Cap. 2, n. 5.

¢) Affinché la superficie X sia rigata ¢ neecessario e
sufficiente che le forme differenziali

4) w-d* P, 4) w.d*P—d’n.P

abbiano @ comune un fattore lineare.

Infatti. Se il fattore lineare A é comune alle due forme,
allora A =0 &, per la (4), I’equazione di una assintotica
per la (4) una linea di DArBoux; quindi il piano = @
osculatore e iperosculatore in P, vale a dire la linea 4 =0
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& una retta di I, cioé X & rigata. Viceversa: se I & rigata
la(4) deve decomporsi in due fattori lineari; uno di questi, 4,
da come equazione della generatrice A=0; ma la gene-
ratrice & pure linea di DARBOUX e quindi A é anche
fattore della (4').

4. Quadriche osculatrici.

Valgano ancora per P, =, ... le ipotesi precedenti.
Inoltre siano 4, B, C delle F,, «, B, v delle F, funzioni
(finite o differenziali) di P e si abbia PABC+=0.

La correlazione, non sistema nullo [cfr. Cap. 1,n.5, (11)]
tra F, ¢ F,

T, o, B, v,
1 =0 %
W ° (P, 4, B, 0,)

ammette P come ¥, unita (perché P.ocP— Prn=0) equindi
esiste una quadrica luogo delle posizioni delle ¥, unite ri-
spetto & o e che passa per P.Questa quadrica, @, é tangente
a © in P solamente quando:

@) PajAn = PB/Br = Py/Cr,

intesa la forma di scrittura (2) nel modo solito, cioé: se un
numeratore (denominatore) di uno dei rapporti (2) & nullo
allora: o il corrispondente denominatore (numeratore) é pure
nullo [e quel rapporto resta escluso dalle (2)], ovvero non @&
nullo ¢ sono nulli gli altri due numerator: (denominatorsi).

Si noti che, valendo le (2), la (1) si comporta, rispetto
a P ¢ m, come una polarita.

Dim. Per una F,, g, tangente a ® in P si pud porre

p=(Pa- An)BCP+ (P3+ Bn)CAP+ (Py + Crn)ABP {!);

(!) Perché nel punto B = tP+ x4 4 yB - 20 di @ il piano tangente &

(B.oR)ABC — (R-oR);BOP -+ (R-sR),0PA — (R-cR);PAB.
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ora essendo BCP.n = Bn.CP + Cxn.PB, ece., si ha, dopo
semplici riduzioni, che la condizione pr =0 equivale alla
condizione

(@) (PB+Cn— Py.Br)PA+(Py-An— Po.Cn)PB +
~+ (Pa.Br— PR. An) PC =0;

moltiplicando (prodotto alternato) per BC, CA, AB, e ri-
cordando che PABC =0, i coefficienti della (a) risultano
pulli e quindi valgono le (2).

a) Essendo d, 3 simboli di differenziali qualunque in 2
si puo porre

n, o, ddn, &n
3 =" ’ ’) Pa—=—A
®) ¢ (P, A, asp, &p) 0 T

e allora le condizioni (2) sono soddisfatte [cfr. Cap. 2, n. 5].

Si pud limitare I’arbitrarietd di d, & ponendo come con-
dizione che le rette P-dP, P-3P (e quindi ancbe le rette
nedm, ©-d%) siano coniugate per il che basta che sia soddi-
sfatta una qualunque delle condizioni

4 dP-¢n =0, $P.dn =0, P-d¥n =0, n-d2P =0

o in tal easo: Vinvoluzione delle rette coniugate di Z in P
coincide con la involuzione delle rette coniugate di @ in P.

b) Avendo P,, =, il significato stabilito nel n. 3 si
dia a o la forma

6)) G:(n, o B 7) con le condizioni (2) per P, B, C.
P, P,, B, CJ’ 7

Poiché [efr. n. 3] Pr,, P,x sono infinitesimi dello stesso
ordine, la quadrica @, individuata dalla (5), passa per P,
(poiché P,m, = 0) e taglia = lungo linee che, nei dintorni
di P, hanno contatti di ordine dipendente dall’ ordine di
infinitesimo di Pr,; vale a dire ® & una gquadrica oscula-
trice di 2 in P.
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Di queste quadriche osculatrici ne abbiamo un gruppo
dato da
‘n, ©n,, din, 3*n
(6) 0= y
P, P,, diP, &P

ad es., con d, & che danno direzioni coniugate di = in P
[cfr. a)].

¢) Se il differenziale d soddisfa alla (1) del n. 3,
allora £ e @ hanno a comune una linea che ha in P un
punto n-uplo. Per n =2 la quadrica ® da, in P, le rette
assintotiche.

d) Se per n =3 & soddisfatta la (3) del n. 3, allora
posto :

' (7, &y By
@ °“<P, wp B )

la quadrica @ dd in P le direzioni di DARBOUX. Alle
forme B, C, B, v [naturalmente soddisfacenti alle (2)] si
possono sostituire d3P, 3*P, .... anche con d, & che danno
direzioni coniugate di £ in P [efr. a)], e in tal caso la
quadrica ® di le direzioni di DARBOUX e di SEGRE.

¢) Le quadriche @, comunque ottenute [cfr. @)-d)], sono
elementi proiettivi ma, in generale, non intrinseci.

JS) Quanto si & fatto per le quadriche @ relative a 3
puod esser ripetuto, sempre sotto le stesse forme geometriche
assolute, per i coni o le coniche osculatrici in un punto P
di una linea; ecc. Al lettore la cura di sviluppare queste
questioni, insieme a molte altre che noi non possiamo trat_
tare per mancanza di spazio.
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